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Resumo

Neste trabalho, faremos um estudo sobre a Equacao da Onda, uma importante equacao
no estudo das Equacgoes Diferenciais Parciais. Trabalharemos com problemas envolvendo a
equacao da onda com corda finita com extremidades fixas, com a corda infinita, e com a
corda semi-infinita. Entretanto, para chegarmos em tais problemas, precisaremos realizar
um estudo acerca das Séries de Fourier, estudando sobre a convergéncia de tais séries,
para tanto precisaremos de um pouco de Andlise Real. Além disso, estudaremos algumas
desigualdades importantes como: a Desigualdade de Bessel, a Desigualdade de Cauchy-
Schwarz e a Desigualdade de Minkowski. Para assim, termos uma base para solucionarmos

as EDP’s em questao.

Palavras-chave: Equacao Diferencial Parcial, Séries de Fourier, Equacao da Onda.






Abstract

In this work, we will study the Wave Equation, an important equation in the study of
Partial Differential Equations. We will work on problems involving the finite-string wave
equation with fixed ends, the infinite string, and the semi-infinite string. However, to
get to such problems, we will need to do a study about the Fourier Series, studying the
convergence of such series, so we will need some Real Analysis. In addition, we will study
some important inequalities such as: Bessel Inequality, Cauchy-Schwarz Inequality and

Minkowski Inequality. For that, we have a basis for solving the EDP’s in question.

Keywords: Partial Differential Equation, Fourier Series, Wave Equation.
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Introducao

Provavelmente as Equacoes Diferenciais sejam as aplicagbes mais importantes do
Calculo Diferencial e integral. O estudo das Equacoes Diferenciais comegou no século
XVII com a criacao do Calculo Diferencial e Integral e foi guiado por suas aplicagoes
a problemas provenientes da Fisica. Fenomenos de diversas areas da ciéncia podem ser

modelados por uma equacao diferencial.

Uma equacao diferencial parcial (EDP) é uma equagdo matematica envolvendo
uma funcdo e suas derivadas parciais. Uma solugdo para uma equagao diferencial parcial é
uma funcao que juntamente com suas derivadas parciais satisfazem a equacao. Dizemos
que uma equacao diferencial parcial tem ordem m quando a derivada parcial de ordem

mais alta tem ordem k. Mais precisamente, uma EDP é uma equacao da forma

P ou ou *u  O%u oFu 0
Thyevos Ty Uy — s , , yor,—— | =0,

! " 01y Oz, 0x3 Ox1019 oxk
em que (x1,...,2,) € Q, Q é um aberto conexo de R" e F' é uma fungao dada.

A maioria das equagoes diferenciais parciais surgem de modelos fisicos, e algumas
areas dependem profundamente do estudo de EDP’s, entre elas estao, a actstica, elas-
ticidade, eletrodindmica, dindmica dos fluidos, difusao do calor, propagacdo de ondas,
prospeccao de petrdleo, mecanica quantica, relatividade, etc. Devido a tal quantidade
de aplicagoes, as EDP’s tém se tornado uma das areas da matematica mais intensa na

pesquisa cientifica.

Uma das equagoes diferenciais parciais mais simples e que ocorre com frequéncia
em matematica aplicada é a Equacao da Onda. Tais equagoes aparecem quando se estudam
modelos matematicos de fendmenos que envolvam a propagacao de ondas em um meio
continuo. Por exemplo, estudos de ondas actsticas, ondas de dgua, ondas eletromagnéticas

e ondas sismicas sao baseados nessa equagao.

E possivel mostrar que o deslocamento vertical de cada ponto de uma corda elastica
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homogénea em fungao da posi¢ao x e do tempo ¢, u(x,t), satisfaz a equagao diferencial

0*u 0*u
o - E + h(z,t,u).

A equacdo acima é chamada equagdo da onda. O coeficiente constante ¢? é a
velocidade de propagacao das ondas ao longo da corda. Para descrever o movimento da
corda, é preciso especificar a extensao da corda, qual o tipo de articulagao das extremidades

e ainda o deslocamento e a velocidade iniciais da corda.

Neste trabalho, vamos estudar a resolugao de varios problemas para a equacao da
onda, entre eles problemas de Cauchy e problemas de valores inicial e de fronteira (PVIF).
De maneira mais especifica, faremos um estudo sobre: a equacao da corda vibrante; energia
da corda vibrante; harmonicos, frequéncia, amplitude; corda dedilhada; vibragoes forcadas,

ressonancias; corda infinita; corda semi-infinita.

Para isto, precisaremos estudar o método de Fourier, o qual também ¢ utilizado
para resolver varios outros problemas de EDP. Este método é dividido em duas etapas.
Primeiro, utiliza-se o método de separagao de varidveis para substituir tal equacao por um
conjunto de equacoes diferenciais ordinarias que sao resolvidas sob as condigdes impostas.
As solugoes dos problemas obtidas nessa primeira etapa ocorrem em termos de uma série

infinita em senos e/ou cossenos, conhecidas como séries de Fourier.

Dai, a segunda etapa, ¢ o estudo das séries de Fourier, que sao ingredientes essenciais
para a chamada Analise de Fourier. Por isso, faremos um estudo bem detalhado da teoria
béasica das séries de Fourier, demonstrando seus principais resultados, para que possamos

desenvolver e solucionar os problemas envolvendo a equagao da onda.

A principal referéncia para esse texto é o livro (3). De fato, nossa proposta é
apresentar os resultados e demonstragoes desta referéncia, referente ao tema supracitado,

tornando-os mais compreensiveis a um aluno de licenciatura em matematica.



17

1 Resultados preliminares

Este capitulo aborda conceitos bésicos e resultados da Analise Real que serao
relevantes para o desenvolvimento do trabalho. Por este motivo, alguns dos resultados
apresentados neste capitulo nao serao demonstrados aqui. Entretanto, pode-se encontrar

facilmente as respectivas demonstragoes no livro do Elon Lages Lima (5).

1.1 Funcoes Peridédicas

Definicao 1.1. Uma funcao f : R — R é chamada periédica de periodo T > 0 se

f(x+T)= f(x) para todo = € R.

Exemplo 1.1. A fungao f(z) = cos(z) é periddica de periodo 2.

Seja f: R — R uma fungao peridédica de periodo T" > 0. Nao ¢ dificil verificar que
nT" também é um periodo de f, para qualquer n € N. Também nao ¢é dificil provar que se

f é periddica de periodo T' > 0, para todo T' > 0, entao f é constante.

Definigao 1.2. Seja f : R — R uma fungao periédica, o menor 7" > 0 tal que f(z+T) =

f(z), para todo = € R, é chamado periodo fundamental de f.

Exemplo 1.2. O periodo fundamental T da fun¢ao f(z) = sen (%) éT = %

De fato, se sen (W) = sen (%) para todo x € R, entao
(mmc) (mrT) n (mm:) <n7TT> B (mm:)
sen{— cos | — cos sen | —— ) =sen{—
Tomando = = %,

dai,

Queremos o menor valor positivo de T' que satisfaca (1.1), logo
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Portanto, o periodo fundamental de sen (%) eT = %

De maneira analoga, concluimos que o periodo fundamental de cos (”—zx) eT = %

1.2 Convergéncia Pontual e Convergéncia Uniforme

de séries de funcoes

Definicao 1.3. Uma série numérica > 7, a, converge se a sequéncia de suas somas

parciais, a, = a; + ... + a,, converge.

Definicao 1.4. Uma série de fungdes Y02 u,(z), onde u, : I C R — R sdo fungoes
reais, convergird pontualmente se, para cada xy € I fixado, a série numérica > 0° | u,(xo)
convergir. Ou seja, dados € > 0 e xg € I, existe um inteiro N, que depende de € e xg, tal

que

m

> uj(wo)

j=n

<e,Vn<m tal que n > N.

Definigao 1.5. Uma série de fungoes >°° | u,(x), onde u, : I C R — R sdo fungoes reais,
convergira uniformemente se, dado ¢ > 0 existir um inteiro N, dependendo apenas de € e

nao de z, tal que

m

> uy(x)

j=n

<€, Ym>n> N.

Defini¢do 1.6. Uma série de fungoes > 0% u,(x) convergira absolutamente se a série

°° o |un(x)| dos valores absolutos convergir pontualmente.

Proposicao 1.3. (Teste M de Weierstrass) Seja > o> u,(x) uma série de fungoes, com

U, : I CR — R. Suponha que existam constantes M, > 0 tais que
un(z)| < M,, VzeR

e que a série Y. > M, convirja. Entao a série de fungoes converge uniforme e absolutamente

em I.
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Exemplo 1.4. A série 3277, %, definida em [0, 1] converge uniformemente.

De fato, temos que
1

para todo x € [0, 1], e a série numérica

D

n2
n=1 n
é convergente, uma vez que é uma p-série com p>1. Dai, pelo Teste M de Weierstrass,
a série 307, %5 converge uniformemente. O teste ainda garante que esta série de fungao

converge absolutamente.

Proposicao 1.5. (Critério de Cauchy para séries) A fim de que a série Y07 | a, seja
convergente, é necessdario e suficiente que, para cada € > 0, exista ng € N tal que |a,+1 +

Anto + ... + anip| < € quaisquer que sejam n > ng e p € N.

Proposicao 1.6. Suponha que > 02 u,(x) convirja uniformemente, com u,, sendo fungées

continuas. Entdo a soma da série u(x) = > oo u,(x) é uma fungdo continua.

Proposicao 1.7. Suponha que Y°° | u,(x) convirja uniformemente, com as fungoes uy,

integraveis em um intervalo I. Entao

/ (i unu)) o= 3 [uioir

Proposicao 1.8. Suponha que as fungoes u,(x) definidas num intervalo I sejam continu-

/!

amente diferencidveis e que a série Y oo, ul

(x) das derivadas convirja uniformemente e

suponha que para um dado xo € I, a série Y07, uy (o) convirja. Entao



2 Seéries de Fourier

2.1 Coeficientes de Fourier

Se uma fungao f(z) for expressa por

f(x):C;O—l—g(an'cos (T) + b, - sen (nzx))) (2.1)

esperamos que os coeficientes a,, e b,, estejam relacionados com a funcao f. Assim, suponha
que a igualdade (2.1) seja satisfeita e que a série em (2.1) seja uniformemente convergente.
Pela Proposicao 1.6, a funcao f tem que ser continua. Além disso, deve ser peridédica de
periodo 2L. Deste modo, usando a Proposi¢ao 1.7, podemos integrar ambos os lados da

equagao (2.1), assim

L L o0 L L
/_Lf(x)dx—C;O/_Lda:—i-nz:l(an-/_Lcos (TLZ:C) dm+bn-/_Lsen(nzx) dm),

dai, usando que

L L
/ cos <n7r:1:> dx:/ sen <n7mc> de=0,Yn>1,
—L L —L L

concluimos

1 L
ag = Z/_Lf(x)dx

Para encontrarmos os coeficientes a,, e b,, usamos a mesma ideia e as relagoes de

ortogonalidade:
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com m,n > 1.

Multiplicando (2.1) por sen (m”) e integrando no intervalo de —L a L, temos

/_LL f(z)sen (m;x) dx = /_LL %sen <m7rx) dx

L
+ /_LL ni::l (ancos (mlrjm) sen (m;rx) + bysen ( ) (mwx)) dz.

Utilizando a Proposicao (1.7), tem-se
L MmTx L ag MTL
/_Lf(m)sen< 7 )dx—/_L236n< 7 )d:zc
0 L
—l—nz::l (/_L (ancos <nzx> sen (mz )) dx +/ (b sen ( 2x> sen (m;x)) d:v) .

Agora, usando as relagoes de ortogonalidade listadas anteriormente, obtemos

/_Ij; f(z)sen <mLx> dx = b, - L.

Portanto,

bn L/ )sen (nzx) dzx. (2.2)

De maneira analoga, obtemos que

an L/ )cos (mm) dx (2.3)

Note que o 1/2 que aparece multiplicando o ag na equagao (2.1) serve para que

todos os a,, tenham uma mesma férmula.

Se o valor absoluto de f é integravel, ou seja, |f| é integravel. dizemos que a fungao
f é absolutamente integravel. Assim, podemos dar uma boa defini¢do. Seja f : R — R uma
funcao periddica de periodo 2L, integravel e absolutamente integravel em cada intervalo
limitado, em particular, [, | f(z)|dz < co. Os niimeros a,, para n > 0, e by, para n > 1

dados em (2.2) e (2.3) sdo definidos como os coeficientes de Fourier da funcao f.

2.2 Teorema de Fourier

Dada uma funcao f : R — R peridédica de periodo 2L, integravel e absolutamente

integravel, assim podemos calcular os coeficientes de Fourier pelas expressoes (2.2) e (2.3).
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Logo, podemos escrever

0135 oo () 0o ()

n=1

O ~ que significa que a expressao do lado direito é a série de Fourier de f.

Essa série pode convergir ou divergir, mais adiante veremos o que é suficiente
para a convergéncia dessas séries. Idealmente, esperamos que essa série convirja para
f(x), entretanto isso nem sempre acontece, como ja falamos, uma série pode até divergir.
Veremos, no Teorema de Fourier, que uma das condigoes a ser exigida é que a fungao seja

seccionalmente diferenciavel, conceito que discutiremos agora.

Dizemos que f: X C R — R possui descontinuidade de primeira espécie no ponto

a € X quando f é descontinua no ponto a e existem os limites laterais lim,_,,+ f(x) e
lim,_,q- f(7).
Definicao 2.1. Se uma fungao f : R — R tiver apenas um nimero finito de descontinui-

dades de primeira espécie em qualquer intervalo limitado, dizemos que f é seccionalmente

continua.

Em outras palavras, a Defini¢do 2.1, quer dizer que, dados a < b, existem a <
a; < az < ... < ap_1 < a, <b, tais que f é continua em cada intervalo aberto (a;, a;41),

j=1{1,...,n — 1}, e existem os limites

flaj+) = lim_f(z) e f(a;=) = lim f(z)

+ —
:c—)aj :v—>aj

Exemplo 2.1. Toda fun¢ao continua ¢é seccionalmente continua.
Exemplo 2.2. A seguinte funcao é seccionalmente continua

1, sex >0

f(z) = 0, sex=0

-1, se x < 0.

Definicao 2.2. Se uma funcao f : R — R for seccionalmente continua e se a fungao deri-

vada f’ também for seccionalmente continua, dizemos que f é seccionalmente diferenciavel.

Exemplo 2.3. A fun¢ao f: R — R dada por f(x) = |z| é seccionalmente diferenciavel.
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Teorema 2.4. Seja f : R — R uma funcao seccionalmente diferencidvel e peridodica de

periodo 2L. Entdo a série de Fourier da funcao f converge, em cada ponto de x, para

slf(@t) + f(z=)]. ou seja,

f(x—i—)—;f(l’_) _ % _|_n§:o:1 (an-cos (nzx) + b, - sen (T)) :

A demonstragao deste teorema sera feita no capitulo seguinte.

2.3 Séries de Fourier de funcoes pares e impares

Defini¢ao 2.3. Uma funcdo f: R — R é par se f(z) = f(—x), Vo € R.
Exemplo 2.5. A fungao f(x) = cos (sz) é par.

Exemplo 2.6. A funcio f(x) = z°n, com n € Z,, é par.

Defini¢ao 2.4. Uma funcao f: R — R é impar se f(z) = —f(—z), Vo € R.

Exemplo 2.7. A fungio f(x) = sen (T) é impar.

2n—1 4 s
"=t com n € Z,, ¢ impar.

Exemplo 2.8. A fungdo f(z) =z
Proposicao 2.9. 1. A soma de duas fungoes pares é uma funcao par.
2. A soma de duas fungoes impares ¢ uma fungdo impar.
3. O produto de duas fungoes pares é uma funcao par.
4. O produto de duas fungoes impares é uma fungdo par.

5. O produto de uma fungdo impar por uma func¢do par é uma fungdo impar.

Proposicao 2.10. 1. Seja f: R — R uma fungdo par integravel em qualquer intervalo

Lor=2 ks

2. Seja f: R — R uma funcao impar integravel em qualquer intervalo limitado. Entdo

[

limitado. Entao
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Agora, vamos aplicar as duas proposi¢oes anteriores ao calculo das séries de Fourier

de fungoes pares e impares.

1. Se f for uma fungdo par, periédica de periodo 2L, integravel e absolutamente

G, L/ )cos (mrx) dx e b, =0.

2. Se f for uma funcao impar, periédica de periodo 2L, integravel e absolutamente

integravel, entao

integravel, entao

an = by, L / x)sen (mrx) dx.

Exemplo 2.11. Seja f : R — R periédica de periodo 2L e definida por f(z) = z, para

—L <z < L. Entao a série de Fourier da funcao f é dada por

o) ~ 225 U e (20

TSN L

De fato, como f é impar, prlo observado acima a,, = 0 e portanto, vamos ter uma

série de Fourier em senos, cujos coeficientes serao

9 (L
bn:f/o a:-sen(n;rf)dx.

Tome u = "7%, dai

2L, nm
b, = e /0 u - sen(u)du
Integrando por partes, temos,
oL fnm oL o ne
b, = 3 /0 u - sen(u)du = e R (—u - cos(u) . —i—/o cos(y)dy) =
2L 2L
e (—nm - cos(nm)) = %(—1)"“.

Portanto, a série de Fourier da funcao f é dada por

f(z) ~ 2L i <7”)Ln+1 - sen (nmj) :

T L
Exemplo 2.12. Seja g : R — R periédica de periodo 2L e definida por g(z) = 22, para

—L < x < L. Entao a série de Fourier da fun¢ao f ¢ dada por

2L2 412 2, (—1)" nwx
g(@) ~ 7r2 Z - COS (L )

n=1
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De fato, como ¢ é uma funcao par, temos uma série de cossenos cujos coeficientes

Sao

an, L / - COS (mrx) dz.

Usando integracao por partes duas vezes, temos

2 o L nmwx nmx 412 n
an =7 ([x msen( )] / 2z - sen( 7 >dx> = n27r2(_1) :

Portanto, a série de Fourier associada a ¢ é dada por

L

2L2 402 & (—=1)" nmwx
g(x) ~ 772 Z -cos< )

n=1

2 b

Para termos a igualdade ao invés do 7 ~ 7 em ambos os exemplos anteriores,

precisaremos do Teorema de Fourier, iremos trabalhar com este teorema mais adiante.

2.4 Integracao de Séries de Fourier
Teorema 2.13. Seja f : R — R uma funcao periodica de periodo 2L e seccionalmente

ao nmx nwT
> +Z<an cos( 7 )+bn sen< 7 >)

sua série de Fourier. Entao a série pode ser integrada termo a termo e o valor da integral

continua e seja

da série é a integral de f

/:f(x /de—i-z

nmw nmx
ay, - / cos ( ) dx + by, / sen ( ) dx ). (2.4)
a L L
n=1
Demonstragio. Vamos mostrar que a expressao (2.4) é véalida mesmo se a série de Fourier
nao convergir uniformemente para f, ou até mesmo se a série de Fourier ndo convergir para

f. Considere f : R — R periddica de periodo 2L e seccionalmente continua. Definimos a

funcdo F : R — R, pela expressao

F(z) = /0 [f(t) - 2} dt (2.5)

a qual é continua. Usando o Teorema Fundamental do Célculo, temos que F'(z) existe em

todos os pontos x onde f é continua. Além disso, F'(z) = f(x) — % nesses pontos. Assim,
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F'(x) é seccionalmente continua. Note que F' é periddica de periodo 2L. De fato,

F@+2m—ﬁm»_éﬁuj@y-?yﬁ_[ip@yfﬂdt

onde usamos, para escrever a ultima igualdade, os fatos de que f(t) — % ¢ periddica de

a+L L
[“o= s
a—L —L
ag

se g é uma funcéo periédica de perfodo 2L com a € R qualquer. Temos que [, ( f(t) — —) dt =

periodo 2L e de que:

2

0, isso acontece pois

L/ dt:>/ 1)dt = agL = / 0 g,

Resumindo, a fun¢ao F' definida por

é continua, tem derivada F’ continua por partes e é periddica de periodo 2L. Logo,

assumindo o Teorema de Fourier, temos:

F(z) = 1‘;0 + nio:l (An - cos (nzx) + B, - sen (nzx)) : (2.6)

onde os coeficientes de Fourier A,, e B,, sdo dados por:

A, L/ cos( )daz n >0,
B, L/ sen<L>dx n>1.

Agora, vamos usar a formula de integragao por partes para relacionar os coeficientes de

Fourier da F' com aqueles da f:

A, = z HF(J:)L - sen <m[ix>rL — /L F’(az:)£ - sen (nzx) dx] :

nm —L nm

Aplicando o Teorema Fundamental do Calculo, temos que

F(Jc)£ - sen (TLZJC)]LL =0,

Deste modo,

A, = —L f(x) - sen <nzx> dzx.

nm J-L
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Logo,
—L
A, =—1>b,, n>1. (2.7)
nmw

De maneira analoga,

B, = ll; H—F(x)nl;T - cos (T)}LL + /_LL F’(az‘)nl;r - cos (T) da:’]

Aplicando o Teorema Fundamental do Célculo e usando o fato de que F(L) = F(—L),

temos que
L nra\1"
—F(x)— —_— =0
[{ (x)mr cos< L ﬂ_L
Dai,
L (L nmwx
B, =— —)d
nm Lf(a:)cos( L ) v
Logo,
L
B,=—a,, n>1. (2.8)
nmw

Para calcular o coeficiente Ay, fazemos z = 0 em (2.6) e obtemos a seguinte expressao,

lembrando que F'(0) = 0:

A (e.¢]
0=""4 > A,
2 n=1
Logo, usando (2.7),
2L &b
Ag=—">) = 2.
TS e

Agora, usando as relagoes (2.5), (2.6) e as expressoes para os coeficientes de Fourier de F,

dadas por (2.7), (2.8) e (2.9), obtemos

/Ox<f(t)—a20>dt:éﬂ—i—i(An-cos(?T)%—Bn-sen(T)).

Assim,
z ao 1 2L > b, ( (mrx) L (mrx))
t)dt = — — —b, - e —ay, — ).
/0 f(t) 2 nzl o z_: cos 7 + mTa sen 7
Logo,

z _ag Lb, L& /(-b, nwT an nwL
/Of(t)dt—2x+ > =+ Z( " cos( 7 )—i—nsen( 7 )), (2.10)

m n=1 n m n=1

esta expressao também pode ser escrita, integrando termo a termo, como segue

x [T > v nmw nmwx
/Of(t)dt— ; 2dt+nz::1</0 an cos( 7 )dt+/ by, - sen< 7 >dt>.
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Fazendo x = a e x = b e subtraindo as expressoes obtidas, temos que

/abf(x)dx: abcg)dx+i<an-Lbcos(nL )dm+b /sen(nzx)dx>.

Em termos de aplicacdo, o Teorema 2.13 pode ser escrito de uma forma mais
pratica, esta forma é:

'Se

—|— Z (an cos (nzx) + by, - sen (T)) :

Entdo, pelas equagdes (2.2), (2.10) e sabendo que 42 = ;- [t F(x)dr,

pior= 1[0~ i g [ peies 25 (S (U5 Sven (7))

Exemplo 2.14. Considere a funcao f : R — R periédica de periodo 2L e definida por

f(z) =z, para —L <z < L. Entao

x? L2 202 2 (— ) nwTL
F(z) = 2 7r2 Z n2 (> '

n=1

De fato, pelo Exemplo 2.11, temos que

F(a) ~ 2L & (- gnﬂ Cen (nmz)’

T L

isto é,

ZLi 1)’”rl <n7rx)
en|— ).
L
Dai, temos
x?
Fla)="2 / 2.12
(@)=% e 57 (2.12)

Logo, usando o Teorema 2.13 e substituindo (2.12) em (2.11), chegamos que

2 L2 L2 e’} n
F($):x—:7 QZ cos(m[i:v),—LSxSL.
T

n=1
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2.5 Estimativas dos Coeficientes de Fourier

Mostraremos aqui como obter algumas estimativas dos coeficientes de Fourier de

uma funcao dada.

1. Suponha que f seja periédica de periodo 2L, integravel e absolutamente integravel,

entao podemos obter as seguintes estimativas:

la,| = |i/LL f(zx)cos (m[ix) dx| < L/ x)|dr e

|bn|:’2/_LLf( )sen( )dw < L/ x)|dx,

isso ocorre pelo fato de que as fungoes seno e cosseno sao limitadas em valor absoluto,

por 1. Assim, com a hipdtese de integrabilidade de f e |f], temos que existe uma

constante M, com

M=1L" / x)|dz, tal que
la,| <M e |by| <M, VneZ,.

2. Suponha que f seja periédica de periodo 2L, derivavel tal que a derivada f’ seja

integravel e absolutamente integravel. Entao, integrando por partes, temos

La, = /_LL f(zx)cos (ngx) dx = L {f(x)sen <nzx>

nm

f_Lr f'(x)sen <nL7m> dx

L nhmwJ-L

Como sen(nm) = 0, logo,

/ Fz (”m> d. (2.13)

Tomando os valores absolutos, temos

anl < — [ 1 @)l

nm
Analogamente, temos que

by = — ’ f'(x)cos (nm;) dr = |b,] < e |f'(z)|dx. (2.14)
~L L ~L

nm nm

Logo, seguindo as hipdteses, existe uma constante K, com K = 7' £, |f'(z)|dz,

tal que
K K
la,| < — e |by| < —, VneZ,.
n n
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3. Suponha que f seja peridédica de periodo 2L e que a primeira e segunda derivada de f

seja integravel e absolutamente integravel. Usando a estimativa anterior e integrando

por partes em (2.13), temos

an:_—l f’(x)icos nry ’ +£ Lf”(x)cos DL g
L L

nmw nmwJ—-L

Usando o Teorema Fundamental do Célculo e pela paridade da fungao cosseno, temos

que
L L
{f’(m)cos (mr:v)} =0
nw L
Logo,
L L "
anl < =55 [ 1/ (@) lde

De maneira andloga, integrando por partes em (2.14)

L
tnl < 5 [ 17 @)l

n?w? J_

Portanto, temos que existe K, com K = Lx =2 [X, | f"(z)|dz, tal que

K K
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3 Convergéncia das Séries de Fou-

rier

3.1 Classes das funcoes consideradas

Para poder definir os coeficientes de Fourier e os termos da série de Fourier de
uma funcao f, as hipéteses minimas sobre tal funcao sao periodicidade, integrabilidade
e integrabilidade absoluta em [—L, L]. Vale destacar que a integral que usamos neste

trabalho ¢é a integral de Riemann.

Considere f : [a,b] — R definida num intervalo limitado [a, b]. Temos dois casos:

1. A funcao f é limitada. Neste caso, funcao é integravel se o supremo das somas

inferiores € igual ao infimo das somas superiores.

2. A fungao f nao é limitada. Neste caso, f é integravel se o intervalo [a, b] puder ser
decomposto em um nimero finito de intervalos Iy, ..., I,,, com I = [ag, bg], tais que
para todos 6 > 0 e & > 0, a fungao f é limitada e integravel em [ay + d, b, — ¢'] e os

seguintes limites existem

by b —o'
/f(x)dx: lim / f(x)dx.

% 0—0,6'=0 Jap+6

Neste caso, a integral impropria de f é

/abf(x)dx = kzn: " f(z)dz.

=1"%

Diremos que a fungao f é absolutamente integravel se o valor absoluto |f]| for
integravel num dos dois sentidos mencionados acima. Fungoes seccionalmente continuas

no intervalo [a, b] sdo limitadas e integraveis no caso 1.

Listaremos agora algumas propriedades que relacionam integrabilidade e integrabi-

lidade absoluta. Esses fatos podem ser vistos em (3) Capitulo 3.

Propriedades: 1) Se f for integravel e limitada, entdo f serd absolutamente

integravel. A reciproca nao é verdadeira. Um contra exemplo é a funcao de Dirichlet
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¢ :[0,1] = R tal que
1, se z€Q

p(z) =

-1, se x ¢ Q.

2) Se f nao for limitada, a integrabilidade de f nao implica em integrabilidade

absoluta.
Definigao 3.1. Uma funcio f ¢ chamada £', quando f e |f| sdo integrdveis.

Proposigao 3.1. Se f : [=L, L] — R for uma fungio £, entio os coeficientes de Fourier

de f estarao bem definidos.

Demonstracao. De fato, note que os coeficientes de Fourier sao dados por
T
Qn, d
=7 / )cos < ) T e
1 /L
b, = 17 /_L f(z)sen (nzx) dx.

Como f é uma funcio £, temos que f é integrdvel e absolutamente integravel. Portanto,

os coeficientes de Fourier de f estdo bem definidos. [

Proposicao 3.2. Seja a = z9 < 71 < ... < xp = b uma partigio do intervalo |a,b] e
sejam my, ...,my € R. Considere ¢ : [a,b] — R definida por ¢(z) = m;, se v, < x < x;.
Entdo, para cada o < 5 (suficientemente prézimo de 7)), ewiste @Da . la,b] — R, com

2

Ya(a) = Ya(21) = . = 9a(b) = 0, tal que [7 [(t) — va(t)] = S5y 55

Demonstracao. Para fixar ideias, consideremos um caso com k£ = 4 e uma 1,. Dai, temos

um trapézio de base (a,0) até (0, z1).

Logo,
ma mq
tgla) = — = 7=
g tg()
Portanto, a area do triangulo é
my my  mi

B tg(a)7  2tg(a)

Observe que [ |o(t) — Ya(t)|dt = ) é 2 vezes a area A;. Ou seja,

/I " o(0) — vt =

0 tg(a)
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De maneira peculiar, temos
[ 160 - vatpldt = 2
Tj—1 “ tg (Oé) ‘
Por conseguinte,
" 6(0) — vl = 32
a “ —itg(a)
Como queriamos demonstrar.
O]

Teorema 3.3. Seja f : [a,b] — R uma funcio L. Entio, dado € > 0, existe uma funcdo

continua ¢ : [a,b] — R, tal que

/|f )z < e e Pla) = p(b) = 0.

Demonstracao. Dividiremos essa demonstracao em duas partes, a primeira com f limitada

e a segunda com f nao limitada.

(Parte 1) Primeiramente, suponha que f seja limitada e integréavel. Assim, dado

€ > 0, existe uma particao

a=2x9g<x1<..<xp=0>0 tal que

b €
/ x)dx — Z -z 1)<§
em que m; = inf{f(z) :z;1 <z < xj}.

Agora, tome ¢(x) a funcao definida por
o(x) =mj, para ;1 <z <z
Nao é dificil verificar que ¢ é integravel e que

/abw(:z: :Zi: — ).

Entao, podemos ver (3.1) como

/abf(:r)dx — /abqb(:c)d:c = /ab[f(:c) — ¢(2)|dx < €

(3.1)

(3.2)



34 Capitulo 3. Convergéncia das Séries de Fourier

Temos que a particao tem k pontos e, para cada a € R, consideramos uma funcao 1.

Pela Proposicao anterior, temos que

2
m;

[ 16a) ~ o)z = Y- (33

=tg(a)
Seja M > 0 tal que |f(z)] < M, Vz € [a,b], logo m; < M, e de (3.3) obtemos

2

’ kM
[ 16@) = vu@lie < .

Uma vez que o k esta fixado, existe um « tal que

[ 166) ~ va(wlar < &, (3.4

Somando (3.2) e (3.4), chegamos que dado € > 0, existe uma fungao continua v, : [a, b] — R,

com 1, (a) = 1, (b) = 0 tal que

/ab[f(x) — ¢(x)]dx + ; |p(2) — o (x)|dr < % +2
logo,

/ab fla)dx — /ab o(x)dx + ab o(z)dx — ab Vo (z)dr < €
dai,

(Parte 2) Suponha agora, que f nao seja limitada, mas seja integravel e absolutamente
integravel no sentido das integrais impréprias. Além disso, suponha que f é ilimitada

apenas nas vizinhangas de a e b. Deste modo, dado € > 0, existe § > 0 tal que

[ 1r@de = [ < & (3.5)

Como f é limitada e integravel em [a + 0, b — 0] pela parte anterior, existe uma funcao

continua ¢ : [a +6,b — §] = R, com ¢(a+ §) = (b —J) = 0 tal que

)~ vl < & (3:6)

+é

Considere a funcéo 1 : [a,b] — R da seguinte forma

P(x), se a+d<x<b—9
Y(x) =

0, se a<z<a+d e b—0o<x<hbh.
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Dai, temos

[ 1@ = d@lar= [T Is@lac+ [ 1f@lar+ [ 1@ - v

Como
/ab |f(x)|dz — /C:: |f(x)|dz = /aa r)|dxw +/ z)|dz,

de (3.5) e (3.6), temos que
/ |f(z x)|dr < e.

Isso completa a demonstracao. O]

Corolério 3.4. Seja f : [a,b] — R uma fungio £*. Entio existe uma sucessio de fungoes

continuas by, : [a,b] = R com ¥, (a) = 1(b) = 0 tal que

hm/ () — ()| dz = 0.

n—oo

Coroléario 3.5. Suponha que f : R — R seja uma fungao periédica de periodo 2L e L1
m [—L, L]. Entao existe uma sucessao de fungoes continuas 1, : R — R periddicas de
periodo 2L tal que

L

lim |f(z) — ¥ (2z)|dx = 0.

n—oo —L

Demonstracao. Suponha que f : R — R seja periédica de periodo 2L, dai, vamos considerar
t,(—L) = (L) = 0, para todo n € Z,. Como f é £ em [—L, L], pelo Teorema (3.3),

dado € > 0, existe uma sucessao de func¢des continuas ¢, : R — R, pela periodicidade, de

‘/ (x)|dx

L
lim |f(z) = ¥n(z)|dx = 0.

n—oo L

modo que

<€, Vn.

Portanto,

3.2 Convergéncia Pontual da Série de Fourier

Nesta secao, vamos ver algumas condigoes suficientes sobre a funcao f que garanta
a convergéncia da série de Fourier num ponto fixado x. Faremos também outra hipdtese

sobre o comportamento de f nas vizinhancas do ponto x.



36 Capitulo 3. Convergéncia das Séries de Fourier

Para tanto, vamos fazer estimativas do valor

flat+) + flz—)
5 ,

n k k
onde s,(x) = % + Z <ak - cos <ZIE> + by, - sen <Zm>> ,
k=1

Fla+) = lim (1) e fz—) = lim f()

(3.7)

en(7) = sp(z) —

Escreveremos a soma parcial s,(z) de forma mais conveniente com o propésito de ter-
mos majoragoes para e,(x). Pelas expressoes dos coeficientes de Fourier e a identidade

trigonométrica sen(a)sen(b) + cos(a)cos(b) = cos(a — b), temos que

sule) = [ LL 2 B + kgijl cos (Wﬂ Fy)dy. (3.9)

A expressao abaixo é conhecida como o ntcleo de Dirichlet.

D, (z) = 2 (; + kzn: cos </~c7er>> (3.9)

=1

essa expressao tem algumas propriedades interessantes, como

1. D,(x) é uma fungdo par, pois é soma de fungoes pares;

2. Usando as relagoes de ortogonalidade das fung¢oes seno e cosseno, temos [ L 1 CoS ( mr;c) dxr =
L L
2 ¥ cos (nzx) dr =2 [sen (nzx) mr]o =0, logo

L
/ Dy(x)dz = 1;
L

3. D,(x) é uma funcao continua, pois é soma de fun¢des continuas;

4. D, (x) é uma fungao periédica de periodo 2L, pois é soma de fungoes periddicas de

periodo 2L;

5. D,(0) = (n+ ;) i;

6. Vale a seguinte expressao compacta de D, (x), para = # 2mL, com m € N

Dy(z) = ;L - g: (Z%L) . (3.10)
oL
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Mostraremos que a propriedade 6 é valida. De fato, considere a expressao

Sp(0) =1+ Zn: cos(k0)

k=1

Usando a férmula de Euler

¢ = cos(#) + i - sen(f), temos

S,(0) = Re (1 + i e“w) .

k=1

Além disso, por inducao se prova que

1— Zn—i—l

o =ltz+ 4=
1—2z

k=0

z # 1.

Logo, temos

m _ gilnt1)6 52 _ in+3)0
Sn(0) = Re (1 + Z(ew)k> = Re (1 7 ¢ i ) = Re (6 —i0 ‘ 0 )
k=1 o z 2

para todo 6 # 2mm, m € N. Dai, pela formula de Euler segue

sen (g) + sen ((n + %) 0) |

2-sen (g)

Sn(e) -

Usando essa equagao em (3.9), concluimos a demonstracao.

Voltando a (3.8), usando (3.9) e (3.10) e fazendo a mudanga de varidvel y = = — ¢,

temos

sue) = [ Dute—)fwiay= [ Do)~ vyt

—L+x

Como D,, e f sao periddicas de periodo 2L, podemos escrever s,, como

sn(t) = /L Do) f(z — t)dt. (3.11)

—L

Além disso, como D, (t) é par, fazendo uma mudanca de varidvel f = —t, temos

[ DuBf@ bt + [ Dut e~ )t = [ D@41+ S ol

—L

assim, (3.11) pode ser escrita como

sal@) = [ DaOlfo+ 1)+ S — 0l
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disto, e do fato de que fOL D, (t)dt = 3, a expressao e,(x) dada em (3.7) ganha a seguinte

forma

Dai, definimos a fungao

g, t) = [flz + 1) = flat)] + [f(z = 1) = f(z=)],

para adiante, enunciarmos um resultado importante sobre a convergéncia da série de
Fourier no ponto x, que é o Teste de Dini. Para demonstrarmos tal resultado precisamos

do seguinte Lema de Riemann-Lebesgue, que é dado por

Lema 3.6. (Riemann-Lebesgue) Seja f : [a,b] — R uma fungio L' em um intervalo
[a,b]. Entao

b
lim/ f(z)sen(tz)de =0 e

t—o00

lim /b f(z)cos(tx)dx = 0.

t—o00

Demonstracao. Dividiremos essa demonstracao em duas partes, a primeira com f limitada

e a segunda com f nao limitada.

(Parte 1) Primeiramente, suponha que f seja limitada, dai, existe M > 0 tal que

|f(x)| < M, Vz € [a,b].

Dado € > 0, existe uma particao 7 do intervalo [a, b] tal que
Tra=r9< 1 <..<x,=>,

onde S|f,w|—s|f, 7| <

O ™

S[f, m] corresponde a soma superior da particdo 7w em [a, b] e s[f, 7] corresponde a soma
inferior da parti¢do 7 em [a, b], isto é,
n

Slf,n] = ZMj(zj —x;_1), M;=sup[f(z):z;01 <z<uz] e

Jj=1
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s[f,m] = En:mj(fffj —xj1), my=inflf(z):zj1 <w <yl
j=1

Considere a particao determinada pelos pontos z; = a + ( 2> com 7 =1,...,n. Entao

/bf(x)sen(tx)dx = zn:f(xj) /xj sen(tx)dx + Z/ f(x;)]sen(tx)dz. (3.12)
a j=1 Tj_1 Tj_1
Note que
/%j sen(tx)dr| = H—coz“(tx)] J < 3, (3.13)
e que _
|f(z) — f(z;)| < Mj —my, para x4 <z <. (3.14)

Usando (3.13) e (3.14) em (3.12), e a limitacao |f(z)| < M, Vx € [a,b], obtemos

2nM

/abf( )sen(tx)dr| < T+Z:1 —m;)(z; — xj1).
Portanto,
/ab f(x)sen(tx)dz| < 2ntM + [S[f, 7] — s[f,7]].

Lembre que
€

S[f,’/T]—S[f,W] <

DO |

Além disso, como n ¢ fixado, podemos escolher £, tal que

2nM - €
to 2"

Portanto, dado € > 0, temos

x)sen(tx)dz| < €,Vt > to.

(Parte 2) Agora, suponha que f seja uma fungio -£! qualquer. Dai, dado € > 0, usando o

Teorema (3.3), tome uma fungao continua 1 : [a,b] — R tal que

/ |f(x x)|de < 5 (3.15)

Agora, como toda funcao continua num compacto é limitada e integravel, podemos aplicar

a Parte 1 da demonstragao e concluir que existe ¢y tal que, para t > ty, temos

x)sen(tz)dx

€
< —. 3.16
: (3.16)
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Como
/ab f(x)sen(tz)dx = /abw(x)sen(tx)dx + /ab[f(:c) — (x)]sen(tx)dz,
logo,

)sen(tz)dz| < )sen(tz)dz| +

+ [ 1)~ v

Logo, de (3.15) e (3.16), dado € > 0, existe t,, tal que

/ab f(z)sen(tx)dx

<€ Vt>t,.

Portanto,

lim ’ f(z)sen(tz)dx = 0.

t—o0 Jq

De forma analoga, temos que

lim /b f(z)cos(tz)dz = 0.

t—o0 Jq

[

Teorema 3.7. (Teste de Dini) Seja f: R — R uma fungdo periédica de periodo 2L e £!

m [—L, L]. Seja x firado em [—L, L. Suponha que f(x+) e f(z—) existam e que ezista

[

flat) + flz—)
2

n > 0 tal que
g(z,t)

‘dt<oo.

Entdo e,(x) — 0 e sp(x) — , quando n — 00.

Demonstragdo. Inicialmente, vamos decompor e, (x) em duas partes,

5 L
:AI%MMLWﬁ+AI%®ﬂLWM

usando (3.10), obtemos,

/t D

Note que, de (3.10),

dt+/ sen Kn + ;) 7;] ZLZSLZL)dt‘ (3.17)

t

tD,(1)] < W>

0<t<L. (3.18)
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Como a expressao direita de (3.18) é continua e crescente em (0, L], temos que (3.18) tem

maximo em L, logo

1
D, (1) < 5 te 0Ll
Assim, dado € > 0, tome § < min(L,n) tal que
t t
/ 1D, (1) - L& )dt| 9(, )‘dt 5 (3.19)

Além disso, como ¢ é fixado, para aplicarmos o Lema de Riemann-Lebesgue na segunda

integral de (3.17), basta verificarmos se

h(t)—sziiE)), te )

é integravel. Isso é verdade, pois o denominador nunca se anula em [§, L] e g é integravel.

Portanto, para n suficientemente grande, temos

[l T oy <5 o

De (3.19) e (3.20), chegamos que, para n suficientemente grande

/t D, ( xtdt—l—/ Sen{(njti)?;t} 2Lsim()”L)dt

< €.

Portanto,

lim e,(x) =0, equivalentemente, lim s,(z)= flat) + f(:z:—)

n—o0 n—oo 2

]

Teorema 3.8. (Teorema de Fourier) Seja f : R — R uma fungao seccionalmente diferen-
ciavel e periodica de periodo 2L. Entdo a série de Fourier da funcdo f converge, em cada

ponto de x, para 3[f(z+) + f(z—)], ou seja,

fla+) + flz—) + Z (an cos (mm> +b, - sen (mm)> :

2 L L

Demonstragio. Suponha que f é uma funcdo seccionalmente continua e peridédica de
periodo 2L, entdo f ¢ £' em [—L, L]. De fato, como f é seccionalmente continua entao f

é limitada e integrdvel. Logo, pela Propriedade 1 do inicio do capitulo, f é £
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Além disso, como f é seccionalmente continua, f(x+), f(z—) existem. E como f é

seccionalmente diferencidvel, entao existe n > 0 tal que

/77 g(x,t)|dt:/’7 flat+t) = flat)  fle—t) = fla-)

t t t
De fato, como f é seccionalmente diferenciavel, temos que f’ é seccionalmente continua.

dt < 0.

Assim,
_ fla4t) = flat)
t1—1>%1+ t = f+();
e
. f(l’_t)_f(l‘_)_ !
tlg(l)l— t =/ (x),
existem.
Logo, flo+ t)t_ fla+) e fle— t)t_ G sao limitadas para t suficientemente
x,t)

pequeno. Isto implica que ¢ limitada num intervalo (0,7) e é integravel, pois f é

integravel. Dal, existe n > 0 pequeno tal que

/” g(z,t)

Portanto, segue do Teste de Dini que

I 55 von () o (5

‘dt<oo.

n=1

3.3 Desigualdade de Bessel

Defini¢io 3.2. Uma fungao f : [a,b] — R é chamada de quadrado integrdvel se f e |f|?

forem integraveis. Usaremos a nomenclatura funcao #? para designar tal funcao.

Temos algumas propriedades envolvendo as funcoes .2, que podem ser encontradas

na Segao 3.5 de (3).

1. Se f for limitada e integravel, entao f serd de quadrado integravel e

[ \@)Pdr < M0~ a),

onde M = sup{|f(x)| : = € [a,b]}.
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2. Caso a funcdo f nao seja limitada, f pode ser £, mas nao .£2. Por exemplo,
/ 72 =2 / |z~ 2|2dx—/ r e = +o00.
3. Seja f, definida em um intervalo limitado, uma funcao .#2, entdo f é £

Vamos mostrar a propriedade 3. Para isso, usaremos a Desigualdade de Cauchy-Schawrz
para integrais, provaremos esse resultado mais adiante. A desigualdade diz o seguinte:

"Sejam f e g fungoes de quadrado integravel num intervalo [a, b], entao fg é absolutamente

/: |f(2)g(x)|dz < [/b |f(:c)|2dm] g Vb |g(x)|2dx] : (3.21)

Demonstracio. Para demonstrarmos 3, usaremos a Desigualdade de Cauchy-Schwarz para

integravel e

integrais.

Dai, basta considerar g(z) =1 em (3.21), assim temos

/\f )dz < b—all/ \f(x \dx]

l\')

]

Defini¢ao 3.3. Uma sucessao (f,) de fungoes de quadrado integraveis, em um intervalo

[a, b], converge em média quadrdtica, para uma func¢ao f de quadrado integrével se

lim/|fn (2)|2dz = 0.

n—oo

Onde a expressao
b
| 1) = fl)de

¢é chamada o erro médio quadrdtico, na aproximacao de f por f,.

Proposicao 3.9. Seja f uma funcao de quadrado integrdvel. Considere um polinomio

trigonométrico arbitrario de ordem n

o o () ()
= [ Isala) — F@Pdr e b= [ Jtala) ~ f()Pdr,

w\o

e denote por
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em que s,(x) denotam as reduzidas da série de Fourier de f. Entdo e, < é,. Em outras
palavras, as reduzidas s,(x) da série de Fourier sao os polinémios trigonométricos que

melhor aproximam f em média quadrdtica.

Demonstracao. Inicialmente, vamos calcular é,, usando as relagoes de ortogonalidade das

funcoes seno e cosseno e as expressoes dos coeficientes de Fourier, dai

L
=G+ L Z A1 d2) + / x)[2dz — Lageo — 2L Z arcr, + bdy) (3.22)
k=1
Completando quadrados, temos que
., L 2)
ezg —Laoco—i—LZ ck+d QLZ (arck + brdy) +/ |dx
k=1 k=1
Logo,
L n n n
ézg(co—ao)2+LZ ok —ag)? de_bk +/ |dm——a0 LY (aj+0b7).
k=1 k=1 k=1

Deste modo, o menor valor de é, serda quando
Co = Qp, C, = ak,dk = bk, k= 1, ., n

Neste caso, vemos que é, coincide com e,,, pois seus coeficientes sao iguais. Logo, e, < é,.

]

Chamamos de .£? o espaco das fungdes f : [~L, L] — R que sido de quadrado
integravel. Na se¢do seguinte mostraremos que se f e g sao de quadrado integravel entao
f + g também é, este resultado é proveniente da desigualdade de Minkowski. Além disso,
também mostraremos que se f for de quadrado integravel e o for uma constante entao o f

também sera de quadrado integravel.

Com isso, temos que £ é um espaco vetorial. As funcoes 1, cos ("E’”) e sen (”Z“),

para todo n € Z, sao de £, pois sdo integraveis e limitadas em [—L, L]. Para cada n, as

funcoes acima geram um subespaco vetorial F, de .#2.

Note que tanto s, (z) como t,(z) pertencem a E,. No espago .£? podemos definir

Il = | [ 17k

uma norma pela expressao

N
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Para garantir que é uma norma de fato, basta usar a desigualdade de Minkowski, que
veremos na proxima secdo. Assim, .2 se torna um espaco normado, logo, temos uma

relacdo de distancia entre duas fungoes f,g € Z2: [|f — 9]l

Na Proposi¢ao 3.9 mostramos que s,(x) é o elemento de E,, que mais se aproxima

de f. De fato, em .£? temos uma nocao de ortogonalidade: f e ¢ sao ortogonais em .£? se

[ r@yglayiz=o.

—L

Dai, usando essa nocao, definimos a projecao ortogonal de f sobre E,, como sendo o
elemento g € E,,, de modo que f — g é ortogonal a todo h € FE,,. Assim, afirmamos que s,

¢é a projecao ortogonal de f sobre F,. Para tanto, note que temos

/_LL(f — sn)p =0,

onde ¢ =1, cos (%) , sen (%), j=1..,n.

Para estabelecer a desigualdade de Bessel, que é a desigualdade (3.23) enunciada a
seguir, observe que €, > 0, para quaisquer que sejam os coeficientes ¢, e d,,. Em particular,
tomando ¢, = a, e d, = b,, entdo é, = e, e (3.22) se torna

L La? i
0<en= [ |f(a)fde— =0 - L3 G0k + ).

Logo,
2 n

a 1 /L
T @R < [ P

Como a desigualdade acima vale para todo n € N, logo

a2 00 1 L
D@+ <y [ i@l (3.23)
k=1 —L

onde a expressao (3.23) é conhecida como desigualdade de Bessel.
3.4 Desigualdade de Cauchy Schwarz

Proposicao 3.10. Sejam a = (ay,...,a,) e b = (by,...,b,) dois vetores do R™. Entdo a

desigualdade de Cauchy-Schwarz para vetores do R™ tem a sequinte forma:

n 3 /n 3
< Z aj2~ . bJQ- )
j=1 j=1

n
> ab
=1
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Demonstracao. Considere a expressao
n
> (a; + tb;)? Za +2t2ajb +t2262
j=1
Note que o termo do lado esquerdo da equacgao é maior ou igual a zero, para todo t € R.
Além disso, o membro direito é um trindmio do segundo grau em ¢, temos que esse trinémio
também é maior ou igual a zero, desta forma, seu discriminante da féormula de Bhaskara é

menor ou igual a zero, logo

Isto conclui a demonstracao.

]

Proposi¢ao 3.11. Sejam f : [a,b] — R e g : [a,b] = R duas fungoes de quadrado

integravel. Entdo a desigualdade de Cauchy-Schwarz para fungoes de quadrado integrdvel

[ e ([ wwrs]

Demonstracio. A demonstracao é analoga a da Proposicao anterior. Considere a expressao

tem a forma:

/ab[f()+tg dq;_/|f 2dac+2t/f dm—l—t2/|g ) |2da.

Como o termo do lado direito da equacao é um trinémio de grau 2 em ¢, e como esse
trindbmio é maior ou igual a zero, pois o termo do lado esquerdo é > 0. Segue que seu

discriminante da férmula de Bhaskara é menor ou igual a zero. Logo

oo o[ o) (o) s
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[ o] <a( [ isras) (1),

/ab fz)g(x)dx| < /ab |f($)|2dm1 2 [/ab |g(m)|2dx] 3

Como queriamos demonstrar.

3.5 Desigualdade de Minkowski

A seguinte desigualdade é conhecida como a desigualdade triangular ou desigualdade

3 " 3 " 3
<{Xaf] + |20
j=1 =1

O nome desigualdade triangular vem do fato de que

n 3
lal| = (Zai) ,
j=1

é o m6dulo do vetor a = (aq, ..., a,) € R™.

de Minkowski:

[i(aj )2

J=1

Demonstragio. (Desigualdade triangular no R™) A demonstragao segue da identidade

> (aj +b;)? Z +2Y ajbj+ > b
Jj=1 j=1 j=1

Usando a desigualdade de Cauchy—Schwarz, temos

zi:aptb zi: +2(Za>2(ib§) +Zb2 ((zn:af)ng(ib?)Q)

Portanto,
1

[gb) (z) (zb)

j=1

que completa a demonstragao

O

Proposicao 3.12. Sejam f : [a,b] - R e g: [a,b] = R fungoes de quadrado integravel.

Entao a desigualdade de Minkowski é valida:

TALCRY o <[ [ i )Pe] +M’Lq(sc>|2dac]é
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Demonstracao. Para demonstrar a desigualdade acima, vamos usar a seguinte identidade

/|f )+ g(x de—/ |f(x 2dx+2/ dm—i—/ lg(x)|?d.

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz para fungoes de quadrado integravel, temos

que
[ 1)+ g(o)ar < /ab’f(x)’zd”“"”(/ b'f("”””zd”) </ o 'dm) WAL
([/ab|f(x)|2dx] V lg(z Idiv])

[ 1)+ ot |da:] [ ra) +[/f|g<x>r2das]é

Portanto,

]

Teorema 3.13. Seja f : [a,b] — R uma fungio de quadrado integravel. Entao existe uma

sucessao de fungoes continuas ¥y, : [a,b] — R, com ¥ (a) =1 (b) =0, tal que
. 2 i
Jim / |f(x (z)°dx = 0.

Demonstragio. (Parte 1) Primeiramente, suponha que f seja limitada. Como f é de

quadrado integravel, temos que f é absolutamente integravel, pela desigualdade

1

[ 1@z < (- o)} Vablf(:v)\zd:vr com g =1,

que é uma consequéncia da desigualdade de Cauchy-Schwarz. Pelo Teorema 3.3, dado

e > 0, existe uma funcdo continua 1 : [a,b] — R com ¥ (a) = 1(b) = 0 tal que

/|f x)|dxr < e.

Pela construgao da funcao ¢ no Teorema 3.3, temos que |¢(x)| < M, onde M € R ¢ tal
que

|f(2)| < M,Vz € [a,b].

Logo, pelas majoracgoes de f e 1, temos

/ ) — v(2)2ds < 2M/ () — w(@)|dz < 2Me.
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(Parte 2) Suponha que f nao seja limitada. Suponhamos, sem perda de generalidade, que

f é ilimitada nas vizinhancas de a e b. Assim, dado € > 0, existe § > 0 tal que

/ (@) Pz < e (3.24)

b €
Ydr < —. 3.25
| @) e < £ (3.25)
Usando a Parte 1 da demonstragao, determine a fungao 1 : [a + 0,b — 0] — R continua,

tal que Y(a+6) =y (b—35)=0c¢

[ 1)~ v@par < § (3.26)

+6 3
Dai, defina

0, se a<zr<a+d

V() =), se a+d<z<b—24

0, se b—d<xz<b.
Por (3.24), (3.25) e (3.26), segue que
[ 17@) — v <
Isto conclui a demonstracao.
O
Corolario 3.14. Seja f : R — R uma fungdo periodica de periodo 2L e de quadrado

integrdvel em [—L, L]. Entdo existe uma sucessao (1) de fungoes continuas v, : R — R

periddicas de periodo 2L, com ¥, (—L) = ¢,(L) = 0,Vn € Z, tal que

lim ’ |f(z) — ¥n(z)Pdz = 0.

n—oo L

3.6 Convergéncia Uniforme da Série de Fourier

Nesta secao, estudaremos condigoes suficientes sobre a fungao f periddica de periodo
2L que garantam a convergéncia uniforme da sua série de Fourier. Para tanto, vamos

aplicar o teste M de Weierstrass Teorema 1.3. Como

nmx
A, COS <L> <la,| e

nwT
by, — )| < |bal,
sen( 7 )‘_| |
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pelo teste M de Weierstrass para

<n7r:v> ‘ n
a,cos | —
L

convergir, basta a série numérica

o

> (

n=1

(7))

f; (an] + [B]) (3.27)

convergir. Note que utilizando as desigualdades (2.15) da sessdo sobre as estimativas dos
coeficientes de Fourier, se a funcdo f tem derivada primeira continua e a segunda derivada
seja 1, entdo a série (3.27) é majorada pela série

>

n=1 n
como essa é uma série convergente, pelo critério da comparagao, a série em (3.27) converge.
Teorema 3.15. (1° teorema sobre a convergéncia uniforme da série de Fourier) Seja f

uma funcdo periédica de periodo 2L, continua e com primeira derivada £*. Entdo a série

de Fourier de f converge uniformemente para f.

Demonstracio. Suponha que f seja continua e que a primeira derivada seja Z*. Dai,

usando as relagoes que vimos na secao das estimativas dos coeficientes de Fourier,

-1 /L, nmwx
n= — | d
an = Lf(a:)sen( 7 ) T e
1 , nww
by = — f(x)cos () dx,
nmJ-L
temos que
—L L
a, = —1", e b,=—al,,
nm nm

em que a, e b correspondem aos coeficientes de Fourier de f. Portanto, temos que a

reduzida de ordem n é dada por

“ L 1
> (lagl +165)) = = > =(laj] + [Bj]).
7=1

=17

>1

a qual, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, é majorada por

{52) ]

]1]
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A

HE.\\

o~

LN 0 L

\-H:

Figura 1 — Grafico de ¢ em [—L, L], imagem retirada do (3)

=Y

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz para vetores no R?, temos que (|a|+b|)? < 2(a®+0?),
usando-a no ultimo somatoério, temos a seguinte expressao, que majora a anterior,

V2L (Z ) (iwu rbnm).

™ \;= 77 j=1

[SIES

Como é vélido para todo n € Z., temos

S (sl + 1) < fL(ii)Q(g\aanr)

= j=1J

M=

Note que a primeira série do lado direito é convergente, e a segunda série converge pela

desigualdade de Bessel.

Portanto, a série de Fourier de f converge uniformemente.

Lema 3.16. Seja ¥ uma fungdo periddica de periodo 2L, definida da sequinte forma
’71(14-%), se —L<z<0,

Y(z) = 0, sex =0,

1
5(1—%), se)<ax<L.
Entdo, a série de Fourier de 1 converge uniformemente para v em qualquer intervalo que

nao contenha pontos da forma 2Ln, n € 7Z.

Demonstracao. Inicialmente, vamos calcular a série de Fourier da funcao 1. Como é uma

funcao impar, pois ¢¥(—x) = ¢(x), para todo = € [—L, L], temos uma série de senos e os
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coeficientes sao calculados da seguinte forma:

; 2 /L 1 <1 x) (mrx)d 2 [(1 x> —L (nmﬂL L q (mrx
= — —|1——)sen|—|dr = — ——|-—-cos|—— || —[| —cos|——
" LJo 2 L L L L nmw L o Jo nm L

Deste modo, a série de Fourier da fun¢ao v ¢ dada por

: i " sen (nzx) (3.28)

n= 1”
Queremos mostrar que, para qualquer o> 0, a série acima converge uniformemente em 2z

onde 0 < § < |z| < L. Para tanto, basta mostrar que a série

3 c i Tll(cos(nﬁ) + i - sen(nf))

converge uniformemente para 6 € [¢, 7], com € > 0 qualquer, pois a série de Fourier de 1 é

obtida tomando-se a parte imaginaria da série acima e fazendo 6 = T Seja

assim,

M:

-y ,i — Ey1(0)). (3.29)
k=m k=

3

Reescalando o somatério, com j = k — 1, obtemos

noq n—1 1
kg %Ek—l(e) = 4_271 j?Ej(Q) (3.30)
=m Jj=m
Logo, de (3.29) e (3.30), segue que
s 2o — s Lo 0) = 3 ( _ 1) Fu(0)+—— ()=~ B 1 (0)
k:mke _k:mk k k-1 = 1 ntlm i m-1\)

(3.31)
Dai, usando um argumento semelhante ao que usamos para encontrar S, () na demonstra-
¢ao de uma das propriedades do Ntcleo de Dirichlet na secao 3.2, temos para 0 < 6 < 27,

que o E,(0) é dado por
i0 _ i(m+1)6

1— e

e

En(e) -

dai,

2 2 1

Logo, de (3.31) segue que

" ek u 1 1 1 2
kgr:n k _sen(g) |J€;n( k+1)+”+1+m]:m-sen<g>.
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Assim, temos que, para 0 < e <0 <

m eik@ 2
S s 2
i K m - sen %)

Logo, pelo critério de Cauchy, temos que a série (3.31) converge uniformemente.

O

Note que o 1° teorema sobre a convergéncia uniforme da série de Fourier pede
que a funcao seja continua em toda reta. Porém, permite que a primeira derivada seja
descontinua, mesmo que se torne ilimitada nas vizinhangas de pontos isolados. Se f for
descontinua em um ponto zg, a série de Fourier nao pode convergir uniformemente, para f
em nenhum intervalo que contenha xy. Uma vez que temos que o limite uniforme de uma
sucessao de fungoes continuas é uma funcgao continua. Logo, para se ter a convergéncia
uniforme da série de Fourier em toda a reta, a funcao f tem que ser necessariamente
continua. Entretanto, vamos mostrar no seguinte teorema que, se f for continua num

intervalo [a, b] entdao a série de Fourier da f converge uniformemente para f.

Teorema 3.17. (2° teorema sobre convergéncia uniforme da série de Fourier) Seja f
uma fungao periodica de periodo 2L, seccionalmente continua e com primeira derivada
L. Entdo, a série de Fourier de f converge uniformemente para f em todo intervalo

fechado que ndo contenha pontos de descontinuidades de f.

Demonstra¢io. Sejam 1, ..., x, pontos do intervalo [—L, L), onde f é descontinua, e sejam
wy, ..., wy, os saltos da f nos pontos de descontinuidade, ou seja, w; = f(z;+) — f(x;—).
Logo, a fungao w;y(z — z;) é descontinua em pontos da forma z; = 2Ln, com n € Z; e o
salto nesses pontos é w;. Entdo a fungao f(x) — w;¢(xr — ;) é continua em z; e em todos

os pontos onde f ¢é continua.

Desse modo, temos uma fungdo com menos descontinuidades que a funcao original

f. Para eliminarmos todas as descontinuidades, repetimos o processo k vezes, dai, temos

g9(x) = f(z) = Y _wip(z — )

J=1

que ¢ continua para todo x. Portanto, aplicamos o 1° teorema sobre a convergéncia uniforme
da série de Fourier. Dai, temos que a série de Fourier de g converge uniformemente para g,

para toda reta.
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Pelo Lema (3.16), a série da fungao ¢(z — x;) converge uniformemente em qualquer

intervalo fechado que nao contenha pontos da forma x; £ 2Ln.

Como a série de Fourier da fungao f é a soma das séries de Fourier de g e w;¢(x—x;),
para 7 = 1,..., k, segue que ela converge uniformemente em qualquer intervalo fechado que
nao contenha pontos da forma x; +2Ln, com j =1,...,k e n € Z; que sao justamente os

pontos de descontinuidade da f.

]

O seguinte teorema trata a respeito da unicidade da Série de Fourier, por questao
de brevidade, ele nao sera demonstrado aqui. Entretanto, sua demonstragao pode ser

encontrada em (3) no Capitulo 3, na Segao 3.7.

Teorema 3.18. (Unicidade da Série de Fourier) Sejam f e g fungoes periddicas de periodo
2L e de quadrado integravel em [—L, L|. Suponha que suas séries de Fourier sejam as

mesmas. Entio f = g, isto é, f(x) = g(x), para todo ponto de continuidade de f e g.
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4 Equacao da onda

Neste capitulo, vamos aplicar os conceitos de séries de Fourier estudados nos

capitulos 2 e 3 para solucionarmos problemas envolvendo a Equac¢ao da Onda.

4.1 Equacao da Corda Vibrante

Nesta secao iremos estudar o problema das pequenas vibragoes transversais de uma
corda perfeitamente flexivel. Tal fen6meno acontece em um plano (z,u) e supomos que a
corda vibra em repouso ao longo do eixo x. Deste modo, temos a hipétese de que a corda
se desloque apenas na direcao do eixo u, dai temos a nomenclatura vibragao transversal.
Além disso, supomos também que tal corda nao ofereca resisténcia ao ser dobrada, dai o

nome flexivel.

Para deduzirmos a Equacao da Onda, suponha que uma corda elastica de compri-
mento L esta esticada no mesmo nivel horizontal com o eixo x ao longo da corda. Suponha
ainda que a corda é colocada em movimento de modo que vibra em um plano vertical.
Considere as forgas que agem em um pequeno elemento da corda de comprimento Ax, entre
os pontos x e x + Ax. Cada ponto da corda s6 se move em uma reta vertical. Denotamos
por u(z,t) o movimento vertical no ponto x e no instante t. Além disso, denotaremos
por T'(z,t) a tensdo na corda, e por p a massa da corda por unidade de comprimento.
Aplicando a Segunda Lei de Newton ao elemento Az da corda, diz que a forga externa
total, tem que ser igual ao produto da massa do elemento pela aceleracao de seu centro de

massa.

Componentes Horizontais: uma vez que nao ha aceleracao horizontal, as com-

ponentes horizontais satisfazem (ver figura 2)
T(x 4+ Az, t)cos(0 + AQ) — T'(x,t)cos() = 0.

Denote por H as componentes horizontais, H independe de =x.



56 Capitulo 4. FEquag¢io da onda

Tic + Ax, £)

T 8+88

e el L T

Ml
L]

Figura 2 — Segmento da corda com condi¢des dadas anteriormente. Imagem retirada do

(1).

Figura 3 — Tensao em componentes. Imagem retirada do (1).

Componentes verticais: as componentes verticais satisfazem

2
T(x + Ax,t)sen(d + AO) — T (x,t)sen() = prg;L(x, t)

O peso da corda, que age verticalmente para baixo é desprezado. Denote a compo-

nente vertical T por V, assim, podemos ver a equacao da componente vertical como

V(z+ Ax,t) — V(x,t) 0*u

A =P (T,1)
. Tomando o limite quando Az — 0, temos
0*u
Ve(z,t) = p@(:c,t. (4.1)
Note que
0
V(e,t) = H(t)tg(9) = H(t) 5 (x.1) (42)

Substituindo (4.2) em (4.1), temos

O(H(t) % (x,t)) 82u(
Oz ~ Poe

z,t).
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Como H independe de z, temos
0*u 0%u
H— =p—
0x? ot?
Para movimentos pequenos, podemos substituir H = T'cos(f) por T. Assim, temos a

equacao da onda
,0’u  O%u

==
ox?  Ot?
O coeficiente constante ¢? da equacdo da onda é dado por
T
A==,
p

onde T' é a tensao na corda e p corresponde a massa por unidade de comprimento do

material da corda.

No caso em que a corda esta sob a acdo de forgas externas, podemos ver a equagao

da onda da seguinte forma

0*u 0*u
W = CQ@ + h(l‘, t, U) (43)

Exemplos de equagao da onda apresentadas em (3) Secao 5.1, de acordo com o tipo

de forcas externas:

1. Vibragoes livres: Suponha que as tnicas forgas que atuam na corda sejam as de

tensao. Neste caso, a equacao (4.3) se torna
_ 2
Ut = C Ugy,
com ¢ constante.

2. Vibragoes forgadas: Suponha que a corda esteja sujeita a uma forga exterior que

dependa do x e t. Entao a equacao (4.3) se torna

Uy = CUigy + h(,1).

3. Vibragoes amortecidas: Suponha que a corda esteja concentrada em um fluido,
0 qual opde uma resisténcia ao movimento. Neste caso, temos uma forga externa
que depende da velocidade. Suponha que h(z,t) = —buy(z,t), com b > 0. Assim, a
equagao (4.3) se torna

2 2
Pu_ 0% ou

2
Uy = CUpy — DUy & ——= .
" ! o dx2 ot
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4. Vibragoes sob a acao de uma forga restauradora: Suponha que exista uma
forca restauradora produzida por um dispositivo no qual faz a corda tender para a

posigao zero, e que essa forca seja dada por h(z,t) = —au(z,t). Entao, temos que

Ut = C2U$z — au.

Agora, vamos tratar sobre a extensao da corda, sobre o tipo de articulagdo das extre-
midades e como ocorreu o inicio do processo vibratério da corda. Para tanto, consideremos

alguns casos:

1. Corda finita com extremidades fixas: Suponha que uma corda tenha compri-
mento L, e que, quando em repouso, esteja sobre o eixo x entre 0 e L no plano (z, u).

Deste modo, a hipdtese das extremidades fixas implica que
uw(0,t) =u(L,t) =0, para t >0,

essas condi¢oes sao chamadas condigoes de fronteira. Além disso, temos o desloca-
mento inicial da corda, que é representado por u(z,0), assim como a velocidade

inicial da corda, que é representada por w;(z,0), logo

uw(z,0) = f(z), para 0<z <L,

u(z,0) = g(z), para 0 <z <L,
que sao chamadas de condic¢oes iniciais. O problema da corda vibrante finita, com
extremidades fixas, consiste em determinar uma fungao u(z,t), para 0 <z < L e
t > 0, que satisfaca a equacao da onda, as condi¢oes de fronteira e as condigoes

iniciais. Um problema deste tipo é conhecido como um problema de valor inicial e

de fronteira (PVIF).

2. Corda finita com extremidades livres: Neste caso, a corda de comprimento L,
tem suas extremidades forcadas a nao se afastarem de trilhos colocados perpendicu-

larmente a corda no plano (x,u) onde a corda vibra. Assim, temos
uz(0,t) = u,(L,t) =0,

como condic¢oes de fronteira do problema. As condigbes iniciais permanecem as

mesmas do problema anterior.
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3. Outras condicoes de fronteira: Além dos dois casos anteriores, podemos ter
outros casos, como o de vibragoes de uma corda cujas extremidades se movem, de

acordo com leis conhecidas. Por exemplo,

w(0,t) = a(t), u(L,t) = b(t),t > 0.

4.2 Resolucao por séries de Fourier

Nesta se¢ao, mostraremos como o método de separacao de variaveis e como a teoria
das séries de Fourier sao utilizadas para solucionar o problema da corda vibrante com as
extremidades fixas
U = Cligy, em R,

u(0,t) =u(L,t) =0, para t >0, (4.4)

u(@,0) = f(z), ui(,0) = g(z), para 0 <z <L,
em que ¢ é uma constante e R = {(z,t) e R?: 0 <z <L e t>0}.

Vamos utilizar o método de Fourier, esse método consiste, inicialmente, em usar
separacao de variaveis para determinar fungoes u(x,t) = F(z)G(t) que satisfacam a

equacao da onda e as condigoes de fronteira. Substituindo na equacao da onda, temos

u(F(2)G(1) = Cuae(F(2)G(1)),

logo,
FG" =c*F'qG
portanto,
1 G/l F/l
2G - F

Repare que o lado direito da equacao depende apenas de ¢, enquanto o lado esquerdo
depende apenas de x. Logo, sao iguais a um parametro A , que independe de z e de
t, o qual sera determinado de modo que as condigoes de fronteira sejam satisfeitas por
u(z,t) = F(x)G(t). Portanto, temos

F"—\F =0
(4.5)

G" = \2G.
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As condigoes de fronteira 0 = u(0,t) = F(0)G(t) = u(L,t) = F(L)G(t), implicam que
F(0) = F(L) = 0, pois nao queremos G = 0 (ndo buscamos solugoes triviais). Deste modo,

temos que determinar os valores A, que sao chamados autovalores, de modo que o problema

F"—AF =0, 0<zxz<L,

tenha solugoes F(r) # 0, chamadas autofungoes. Assim, existem autovalores )\, =

—n?n?/L? para n € Z,, cujas autofungoes correspondentes sao F,(x) = sen (%)

De fato, note que F””—AF = 0 é uma EDO linear de segunda ordem com coeficientes

constantes. Logo, a solucao tem a forma
F(z) = ky - sen(VAz) + ks - cos(V Ax).
Aplicando a condigao F'(0) = 0, temos
F(0) = ky - sen(VX-0) + ky - cos(VA-0) = ky=0.
Além disso, aplicando a condi¢ao F(L) = 0, temos que
F(L) = ky-sen(VAL) = sen(VAL) =0,

pois caso k; = 0 teriamos a solucao trivial, dai

—n2r?

L2

VAL=nr = \, =

Logo, as autofuncgoes, de fato, sdo F,(z) = sen (%)

Pelo mesmo motivo da F', temos que para G” = \c?G, de (4.5), para cada \, a solugao

geral da equacao que depende de t é da forma

nmct nmct
Gn(t) = aycos ( 7 ) + bnsen< 7 ) ,

onde a, e b, sdo constantes arbitrarias. Logo, as fun¢oes

= (5 (252 e (5 (5
up(x,t) = a,sen 7 coS 7 nSen 7 sen 7 )

sao solugdes da equacao da onda e satisfazem as condigoes de fronteira. Agora, o préximo

passo do método de Fourier é determinar as constantes a,, e b,, de modo que a solugao

u(z,t) do PVIF seja dada por

u(z,t) = i [ansen (n;x) cos <n7£ct> + b, sen (nzx) sen <n7£ct>} . (4.6)

n=1
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Pela primeira condigao inicial, temos

Z A SEN (nzx) (4.7)

e, para que isso acontecga, ¢ necessario que

ay, = z/()L f(z)sen (T) dx. (4.8)

Para determinar os b, obtemos u;(z, t) derivando (4.6) termo a termo e usando a segunda

condic¢ao inicial, temos

g(x) = nz::l ?bnsen (nzx) (4.9)
=
n7rc b, L/ sen <n7rx> da
=
2 L nwx
b, = d 4.10
nmc Jo g(:v)sen( L ) v ( )

Para que as expressoes anteriores sejam, de fato, solugbes para a equacao da onda,

precisamos que elas satisfagam algumas hipoteses. Para tanto, considere o seguinte teorema:

Teorema 4.1. Suponha que f e g sejam fungoes dadas em [0, L] tais que f, f', ", 9,9

sejam continuas e [ g" sao seccionalmente continuas. Além disso, suponha que f(0) =

f(L) = f"(0) = f"(L) = g(0) = g(L) = 0. Entdo
1. a, e b, dadas por (4.8) e (4.10), respectivamente, estao bem definidas;

2. As igualdades (4.7) e (4.9) ocorrem;

3. A expressio (4.6) define uma fungio continua em R, de classe C* em R, que satisfaz

a equacao da onda em R.

Demonstragio. 1. Segue da continuidade de f e g em [0, L], como as integrais em (4.8) e

(4.10) convergem. Logo, a,, e b, estdo bem definidas.

2. Segue do fato de f e g serem de classe C! em [0, L], e como f(0) = f(L) =
g(0) = g(L) = 0, podemos extender f e g para toda a reta de forma a serem impares
e periodicas de periodo 2L. Logo, das hipoteses do teorema e pelo Teorema de Fourier,

segue que (4.7) e (4.9) convergem.
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3. Pelo Teorema de Fourier, (4.8) define uma funcio continua em R, basta mostrar

a convergéncia da série >0°  (|an| + |by|), pois ela majora a série (4.8).

De fato, note que podemos ver o termo geral da série (4.6) da seguinte forma

(mrx) (mrct) iy (mm) (mrct)’ <
a,Sen i cos i L SEN i sen 7 <

(5 o 52 e (52 o 5
SEN I cos n| |SEN I SEN I s

L
(mm) (mrct) iy (mrx) (mrct)’ < | | n |b |
a,SeEn 7 cos i L SEN i sen 7 < |an, -

||

dai,

Portanto, se garantirmos a convergéncia da série > o (|a,| + |bn|), pelo Teste de M
Weierstrass 1.3 a série converge uniformemente, e pela Proposicao 1.6, u ¢ uma funcao

continua. Vamos mostrar que >0 (|a,| + |b,|) converge.

Integrando por partes e das hipéteses f(0) = f(L) = f”(0) = f”(L) = 0 implica

que

a, = [f(x)Qcos (mﬂL _ 2t f'(z)cos (T) dx.

nim 0 nmJo

Dai, usando integracao por partes novamente

L

—2L nmT 2L L nmwx
n = [n27r2 f’(x)sen( L )]o * n27r2/o f”(x)sen( L )dm.
Logo,
—2L? (L nmx

W ="535 |, 1" (x)cos <L> dx. (4.11)

De forma analoga, integrando por partes, temos
nmc —2L% (L nmx
7 b, = — /0 g"(x)sen (L) dr. (4.12)

De (4.11) e (4.12), e pelas estimativas dos coeficientes de Fourier, segue
ol < 5 e bl <

em que k e k sdo constantes. Assim, as séries 3., (|an| + |ba]) € 350, (n]an| + n|bn|)

convergem, pelo critério da comparacio. Assim, u é continua em R e de classe C' em R.

Também mostra que as primeiras derivadas de u podem ser obtidas derivando (4.8) termo

a termo

ou s nmw nmT nwct nmw nwT nmct
90 = 2 (anpreos (U7 ) eos () + i Treos (T ) sen (7))o (413)

n=1
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ou o ( nmwc (mm) (mrct) 4h nme (mm:) (mrct)) (4 14)
— = —a,——sen | — | sen n——sen | —— | cos . .
ot 1 L L L L L L

Além disso, ainda de (4.11) e (4.12) e pelas estimativas dos coeficientes de Fourier, obtemos

k k
|an| < $|0n| e |bn| < ﬁldn|

em que ¢, e d, sao coeficientes de Fourier de f”’ e g”, respectivamente. Usando a desigual-

dade ab < (a2;rb2), temos

k/1 k1
2 2 2 2
ool < 5 (4ol ) il < 5 (G + P
=
> (nPlan| + n?b,]) < — (ZMJFZMPJFZ%F).
n=1 n=1 n=1 n=1

Pela Desigualdade de Bessel, as duas ultimas séries convergem. Portanto, a série no
imei bro d a i impli ¢ de cl C?

primeiro membro da expressdo acima converge, o que implica que u é de classe em

R, e derivando termo a termo (4.13) e (4.14), obtemos a segunda derivada de u. Assim,

verificamos que u satisfaz a Equagao da Onda.

4.3 Vibracoes forcadas e Ressonancia

Considere o problema de vibragao de uma corda com extremidades fixas e sujeita

a forgas externas. O deslocamento u(x,t) é a solugao do PVIF:

U = Uy + g(z,t), em R,

u(0,t) =u(L,t) =0. para t >0,
(4.15)

u(z,0) = fo(x), para 0 <z <L,

u(z,0) = fi(z), para 0<z < L.

Primeiramente, vamos tomar um candidato a solugao tendo a forma

u(zx,t) = i cn(t)sen (nzx) ,

n=1
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com coeficientes ¢, (t) a determinar. Agora, suponha que, para cada t, a fungao g(x,t)

possa ser escrita como uma série de Fourier do tipo

g(x,t) = nio:lgn(t)sen (T)

derivando termo a termo, temos

00 00 2.2 oo
> cusen <nzx> = —027; nLZ CnSEn <n;r;:1:> + Y ga(t)sen (nzx) .

n=1 n=1

Dai, segue da unicidade da série de Fourier que

27202
al+ 77 = gn(t),
=
'+ (2mwy) e, = gn, Vt > 0, (4.16)

onde w, = nc/2L é a frequéncia do n-ésimo harménico da corda livre. Além disso, usando

as condigoes iniciais do PVIF anterior, temos que

dai, chegamos que

cn(0) = i/oL fo(z)sen <n7[r/x> dx e
¢ (0) = i/OL fi(z)sen (T) d.

Assim, ¢, (t) é a solu¢ao de um problema de valor inicial para uma EDO de segunda ordem

dada por (4.16). Logo, a solugao geral da equagao (4.16) é da forma
cn(t) = aycos(2mw,t) + bysen(2ww,t) + €,(t)

onde a,, e b, sdo constantes arbitrarias dadas pelas condigoes iniciais, e é,(t) é uma solugao

particular de (4.16) que pode ser obtida pelo método de variacdo dos parametros.

Exemplo 4.2. Suponha que g(z,t) seja igual a uma constante A, em todo R.

Nesse caso

£, (0) = 2A(1 — cos(n;r)),

nm(2mw,)
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e da expressao de ¢,(t), segue que
cn(0) = an + &, ¢,(0) = 27wy,by,.

Portanto,

cn(t) = cn(0)cos(2mwyt) + ;;;rfi

sen(2mwyt) + ¢,(1 — cos(2mw,t)),

dai

u(z,t) = v(x,t) + 2> ¢sen’(Tw,t)sen (T) ,

n=1

onde v(x,t) é a solugdo do PVIF correspondente a corda livre, ou seja, com g =0

Exemplo 4.3. Suponha que g(z,t) = Asen(2mwt), ou seja, que a corda vibre com uma
forga periddica de frequéncia w. Entdo uma solugao particular da equagao (4.16) é dada

por

o(t) = A(1 — cos(nm))

= Sl — W) sen(2mwt), se w # wy;

A(1 — cos(nm))

ealt) = 2nmw

tcos(2mwt), se w = w,.

Como ¢,(0) = ay, e ¢,(0) = 2ww,b, + ¢,(0), temos que

cn(t) = ¢ (0)cos(2mw,t) + 62/”752)

sen(2mwt) + R, (t)

em que

sen(2rwt)  sen(2mw,t)

R,(t) =& (0) < > , Se W # wp;

2w 2mwy,

2wt
R, (t) = ¢ (0) (tcos(Qmut) - ser;(zw)) , S W= Wy,
7r

Assim, vemos que se a frequéncia w da forca externa for igual a uma das frequéncias

proprias da corda livre (w = wy,g), aparecera na expressao de u(x,t) um termo da forma

cno(0)tcos(2mwt)sen (nzx) :

que nao ¢ limitado quando ¢t — oo. Como o restante da expressao de u é limitada, temos

que as amplitudes de u crescem ilimitadamente. Nesse caso, dizemos que existe ressonancia.
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Entretanto, caso a frequéncia w da forca externa for diferente de todas as frequéncias
da corda livre, a expressao de u serd da forma wu(z,t) = v(x,t) + w(x,t), onde u(z,t) é a

solugdo do PVIF correspondente a corda livre e w(z,t) da forma

w(z,t) = 4;12 2 < 1 (sen(wat) — wsen(wat)) sen <77J7[T/33>>

Wy, — W Wy,
define uma funcao limitada, pois w, se comporta como n. Dai, as vibragoes se mantém

limitadas, logo nao ha ressonancia, se w # w,,Vn € Z..

A ressonéncia em sistemas mecénicos em vibragoes, em particular, no caso da corda
vibrante, pode ser considerada uma tragédia, uma vez que implica que o sistema quebre.
logo, nesse caso deve ser evitada. Ao contrario, por exemplo, do que acontece em sistemas

elétricos, em que a ressondncia ¢ benéfica ao sistema.

4.4 Corda Infinita

Agora, vamos estudar o problema de vibragao de uma corda de comprimento
infinito. Esse caso ilustra o problema com uma corda muito longa. Neste caso, nao ha
condigoes de fronteira a satisfazer, deste modo, o problema consiste em buscar uma funcao

u(z,t) definida no semiplano fechado, x € R e ¢t > 0 tal que
Ut = CQwa,I' c R,t Z O,
u(z,0) = f(z),z € R, (4.17)

ut(x70) = g(l’),l‘ S R7

onde f(z) e g(x) sdo condigoes iniciais. Esses problema é conhecido como um PVI (Problema

de Valor Inicial) ou como um problema de Cauchy.

Adiante veremos que a equacdo da onda tem uma solucdo geral, ou seja, uma
expressao que engloba todas as suas solugoes. Esse caso é excepcional entre as EDP’s, a

existéncia de solugdo geral é mais comum nas EDO’s.

Teorema 4.4. Se u(x,t) satisfazer d equagio da onda uy = c*uy,, onde ¢ é uma constante,

entdo existirao funcoes F e G, de modo que, F,G : R — R tais que

uw(z,t) = F(x +ct) + Gz — ct). (4.18)
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Demonstracao. Sejam & e n variaveis independentes dadas por
E=x+ct e n=1a—ct,
e definimos a fun¢ao v por
v(&,n) =v(r+ct,x — ct) = w(x,t).
Pela Regra da Cadeia, temos
Upy = Vge + 20¢py + Uy Uy = U§€C2 — 21)&702 + vnncz,
substituindo na Equacao da Onda, temos que

Veec” — 20gy” + vyyc® = ¢ (vge + 208y + V)

C2(”££ — 2ugy + Umz) = C2<U£§ + 2vg, + Unn)

41}577 =0 = Ven = 0.

Esta expressao pode ser facilmente integrada. De fato, segue que v = Fi(§) e v =
[ F1(€)d¢ + G(n). Resultado segue chamando F(£) uma das primitivas de Fj e voltando

as variaveis x, t.

[]

De acordo com a proposicao anterior, a solugdo do PVIF deve ser da forma (4.18).

De fato, usando as identidades trigonométricas
1
sen(a)cos(a) = §[Sen(a +b) +sen(a —b)] e

sen(a)sen(b) = ;[cos(a —b) + sen(a —b)].

obtemos na solucao

i [ansen (W) + a,sen <n7r(:13L—ct)>] +

n=1

$ l s (me_ ct)) + beos <n7r(a:L+ ct))]

n=1

N | —

u(z,t) =

N | —
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o que mostra que a solucao é da forma F(x + ct) + G(z — ct), com

ni; (ansen (n;rf) — b,,cos (T)) e

G(n) = ;ni_o; (ansen (an7> + by,cos (T)) :

Férmula de d’Alembert: Para obter a solucao do problema de Cauchy para a

F(§) =

[\3\>—t

Equacao da Onda. Vamos precisar determinar fun¢oes F' e (G, usando as condigdes iniciais.

Como u(x,t) = F(x + ct) + G(z — ct), temos que
uw(x,0) = F(z) + G(x) = f(x) e

u(x,0) = cF'(x) — cG'(z) = g(2).
Integrando a tltima expressao, temos

Flz) = G(x) = 1/()xg(5)d5 v K

Cc

em que K é uma constante arbitraria, das condigoes iniciais, temos

F(z) = +o / s)ds +
Glx) = ;ﬂx) o [ olyds +
Logo,
u(e, ) = 1f(et) + fr = et + o /Omg(s)ds - ;C/Ogc_dg(s)ds
.

(1) = ;[f(:v +ot) + flz — b)) + /;J:tg(s)ds,

a expressao acima é conhecida como formula de d’Alembert.

4.5 Corda Semi-infinita

A existéncia de ums solugao geral para a eqauacao da onda, agora, sera utilizada

para resolver problemas de valores inicial e de fronteira para a corda semi-infinita. Considere
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o problema:

Uy = CUyy, >0, t>0

w(0,8) = h(t), t>0

U(ZL‘,O) = f(l‘) € ut($70) = 9(37), xr > O,
onde h, f, g sdo fung¢des dadas. A resolucao deste problema consiste em determinar as
fungoes F' e GG da solucao geral de modo que u satisfaca as condic¢oes iniciais e de fronteira

acima. Assim, usando as condic¢oes iniciais, temos
F(z)+G(z) = f(z), ©>0;

cF'(z) — ¢G'(x) = g(x), = >0.

Integrando a ultima equacao e repetindo o argumento usado na deducao da férmula de

d’Alembert, temos que

F(:E):;f(m)+2lc/oxg(s)d5+k, x> 0;
G(x):;f(x)—;c/oxg(s)ds—k, x> 0.

em que k é uma constante. Note que, para escrever u(x,t) = F(z + ct) + G(x — ct) temos
que conhecer G para argumentos negativos, uma vez que x — ct pode ser negativo. Dali,

usamos a condi¢ao de fronteira, assim

Flet) + G(—ct) = h(t), t>0

.
G- =h ()~ Fy)
-
G =n(L) =20 — o [ o)ds =k, >0

Por fim, podemos escrever a solu¢ao u(x,t) do problema, que é dada por duas expressoes
distintas, dependendo do ponto estar na regiao x — ¢t > 0 ou na regiao xr — ct < 0. A

solucao ¢é dada por

flz+et)+f(x—ct) T+ct
Harep =) 4 Lprtel g(s)ds, se x—ct >0
u(z,t) = ? 2e et (4.19)

fetta)—flet=z) | 1 ette o )ds+h(6t £), se x—ct <0.
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Quando h = 0, o problema é redutivel ao da corda infinita. Isso se conclui da

férmula (4.19). De fato, o u(z,t) definido na férmula ¢ a solugdo do problema

Uy = CPUyy, —00 < x <00, t>0

u(x,0) = f(z) e w(r,0)=g(xr),—0c0 <z < 0.

em que f(z) é a extensdo de f(z) para z > 0 de modo que f seja funcao fmpar, ou seja,
f(=z) = —f(z), seguimos um argumento analogo para §. Outra maneira de solucionarmos
o problema é usando a férmula de d"Alembert para h = 0, e, mais uma vez considerando

f e ¢ extensoes impares para f e g, respectivamente.
Exemplo 4.5. Considere o problema

Uy = CUgy, = >0. t>0,

ue(0,8) = h(t), t>0

u(z,0) = f(z) e ulz,0)=g(z), x>0.

Para solucionarmos este problema seguimos como nos casos anteriores. Primeira-
mente, vamos considerar a solucao geral da equacao da onda e dai encontrar as fungoes F

e G que satisfagcam as condi¢oes dadas, pelas condi¢oes iniciais, temos
F(z) + G(z) = f(z), =>0,
cF'(x) — cG'(z) = g(x), x> 0.
Integrando e usando a formula de d’Alembert, temos
1 1 =
F(z)=-f(z)+ 7/ g(s)ds +k, x> 0;
2 2c Jo

G(z) = =f(x) — —/0 g(s)ds—k, x>0, k€R constante.

Além disso, para descobrirmos a solu¢ao para a parte rm que x — ct < 0, vamos usar a

condicao de fronteira, dai

cF'(ct) — ¢G'(—ct) = h(t), t>0

G-y = Py —-n ()

C C
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G-v) = () = 300 - o [[otyts = 5 [ oas =2y

Logo, a solug¢ao do problema é dado por

Mot ehZHemet) 4 3 [t gls)ds, se w — et >0

u(z,t) =

M%— & [ g(s)ds + £ 5" g(s)ds = foc e h(s)ds, se x —ct<O.

Exemplo 4.6. Considere o problema

Uy = CUgy, = >0. t>0,

uz(0,t) = au(0,t), t>0

u(z,0) = f(z) e u(z,0)=g(z), x>0.

Para resolvermos este problema utilizaremos o mesmo método do exemplo anterior.
Note que, como as condic¢oes iniciais sao as mesmas, temos que a solucao para x — ct > 0
¢é semelhante. Dai, vamos utilizar as condi¢oes de fronteira para encontrarmos a solugao

para x — ct < 0, dai

cF'(ct) — cG'(—ct) = aF(ct) + aG(—ct), t>0

F'(ct) — G'(—ct) = S(F(ct) + G(—ct))

c

G-y) =5 [ a()ds = ac [* ps)esdn e [ gs)evsas.

2c Jo 0

Portanto, a solugao do problema é dada por

Hatehtfocl) | 1 poet g(5)ds, se o —ct >0

u(;p’t) = f(ct+ﬂc)-5f(ct ) fctt-i-; g( ) s — qetla—ct) foct—x f(s)eo‘sds—i—

1 a(z—ct) fgt*xg(s)eo‘sds, se x—ct<O.
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