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Resumo

Este trabalho tem como objetivo aprofundar o estudo dos espagos métricos com-
pletos, concentrando-se especialmente na analise dos pontos fixos. Nossa intengao é de-
monstrar o Teorema do Ponto Fixo de Banach e, posteriormente, aplicar essa teoria as
equacoes diferenciais ordinérias por meio do Teorema de Picard.Para atingir esse obje-
tivo, iniciaremos abordando os conceitos fundamentais dos espagos métricos, com énfase
na compreensao dos elementos béasicos, oferecendo exemplos e introduzindo conceitos to-
poldgicos, como também a nocao de continuidade. Conduziremos o estudo até chegarmos
a definicao de espacos métricos completos, para entao analisar a nocao de ponto fixo.
Finalmente, demonstraremos o Teorema principal, que estabelece a existéncia e unicidade
de solucoes para problemas de valor inicial em equagoes diferenciais ordinérias.

Palavras-Chave: Espacos métricos; Ponto fixo; Espagos métricos completos; Teorema
de Picard.



Abstract

This work aims to deepen the study of complete metric spaces, focusing especially on the
analysis of fixed points. Our intention is to demonstrate Banach’s Fixed Point Theorem
and, subsequently, apply this theory to ordinary differential equations through Picard’s
Theorem. To achieve this objective, we will begin by addressing the fundamental concepts
of metric spaces, with an emphasis on understanding the basic elements , offering examples
and introducing topological concepts, as well as the notion of continuity. We will conduct
the study until we reach the definition of complete metric spaces, and then analyze the
notion of fixed point. Finally, we will demonstrate the main theorem, which establishes
the existence and uniqueness of solutions to initial value problems in ordinary differential
equations.

KeyWords: Metric spaces; Fixed point; Full metric spaces; Theorem from Picard.
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Lista de Notacoes

e int X denota o conjunto dos pontos interiores de X;
e X denota o conjunto dos pontos aderentes a X

e fr X denota o conjunto dos pontos de fronteira de X;
e d(z,y) indica a distancia de z para y;

e | - | representa o valor absoluto em R;

e || - || representa uma norma,

e B(a,r) denota a bola aberta de centro a e raio 7;

e Bla,r] denota a bola fechada de centro a e raio r;

e Sla,r| denota a esfera de centro a e raio r;

e diamX denota o diametro de X;

e B(X,R) ¢é o conjunto das fung¢oes de X em R limitadas.



Introducao

Com o avango da teoria e das técnicas nos mais distintos ramos da matemaética, a
exemplo da pesquisa desenvolvida em Equacoes Diferencias Parciais, alguns matematicos
se depararam com a necessidade de desenvolver e avangar nos estudos sobre objetos to-
poldgicos em espacos bem mais gerais do que os espacos Euclidianos RY. No século X X,
o matematico Mauricie Frechét em sua tese entitulada ?Sur quelques points du calcut
fonctionnel? contribuiu para o avango da nova teoria, formulando conceitos como o de
limite, continuidade e derivada para espacos de fungoes no qual surgiu um novo conceito
abstrato de distancia, que veio a ser denominada Espagos Métricos.

O conhecimento em espagos métricos é fundamental para compreensao de diversos
métodos numericos e técnicas em varios ramos da pesquisa desenvolvida hoje, que é o
caso das equacoes diferencias, uma vez que, alguns espacgos de fungoes sao vistos como
espagos métricos e estes, sao os ambientes naturais onde se busca a desejada solucao para
uma equacao diferencial. Os conceitos e resultados desta teoria também mostram a sua
importancia no que tange a obtencao e demonstracao de alguns resultados importantes,
o qual destacamos o Teorema do ponto fixo de Banach, que faz uso das ferramentas
desenvolvidas nos espacos métricos completos.

Um fato que torna o estudo de pontos fixos de fungoes interessantes é que podemos
relaciona-las com zeros de fungoes auxiliares. Temos que um ponto fixo de uma funcao
f:X — X éum ponto g € X tal que f(xy) = z¢. Com isto, se X é um espago vetorial,
defina g : X — X;g(z) = v — f(x), entdo temos que zy ¢ uma raiz da funcdo g se, e
somente se, o € um ponto fixo de f.

No decorrer do primeiro capitulo, abordaremos a introducao da nocao de distan-
cia, também conhecida como métrica, com o objetivo de definir espagos métricos. Esses
espagcos sao caracterizados por serem ambientes nos quais a ideia de distancia entre ele-
mentos faz sentido. A exploragao dos conceitos de bolas e esferas sera de grande ajuda
para compreendermos a ideia de continuidade em espagos métricos, onde agora temos
uma nocao clara de distancia entre pontos. Além disso, esses conceitos nos fornecerao
ferramentas para a definicao de conjuntos abertos em espacos métricos.

No segundo capitulo, exploraremos os conceitos de fungoes continuas, juntamente
com as nogoes de conjuntos abertos e fechados. Em seguida, abordaremos o estudo das

sequéncias em espacos métricos, com destaque para a sequéncia de Cauchy, que é um
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conceito relevante para a definicao de espacos métricos completos. Finalizaremos com a
definicao de espaco de Banach, o qual nos conduzird & demonstracao do ponto fixo de
Banach.

No terceiro capitulo, abordaremos a aplicacao do teorema do ponto fixo de Banach
em equacoes diferenciais, conhecido como Teorema de Picard, ou seja, demonstraremos
que, para uma funcao continua em um conjunto aberto, no qual a derivada parcial em

relacao a segunda variavel também ¢é continua, a solucao para o problema de valor inicial

existe e é tinica.
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Capitulo 1
Espacos Métricos

Os espacos métricos sao fundamentais na matematica, pois tém como objetivo
formalizar e quantificar o conceito de distancia entre pontos, através da métrica. Neste
capitulo, abordaremos conceitos e resultados preliminares sobre espagos métricos, essen-
ciais para compreendermos os resultados apresentados neste trabalho. Essa compreensao

sera crucial para o desenvolvimento de aplicagoes na area de equacoes diferenciais.

1.1 Conceitos iniciails

Definicao 1.1. Uma métrica em num conjunto M, nao vazio, é uma funcaod : M x M —
R que associa a cada par (z,y) € M x M, o namero real d(x,y), chamado de distancia

entre x e y. Tal que para todos x,y, 2z € M sao satisfeitas as seguintes propriedades:
(1) d(z,z) = 0;
(2) Se x # y, entao d(x,y) > 0;
(3) d(x,y) = d(y,x);
(4) d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2).

Defini¢ao 1.2. Um espago métrico ¢ um par (M, d) onde M é um conjunto ndo-vazio e

d é uma métrica em M.
Agora apresentaremos alguns exemplos de espacos métricos:

Exemplo 1.3. Métrica zero-um. Esse exemplo mostra que podemos munir qualquer

conjunto com uma estrutura métrica. Seja M um conjunto nao-vazio. Defina d : M X

Az, y) 0, se x = y;
r,Y) =
1, sex #y.

M — R por:

Vejamos que essa fungao satisfaz as propriedades de métrica:
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(1) Note que se z = y a distancia é zero por defini¢ao.
(2) Note que se x # y entao a d(z,y) = 1, ou seja, é maior que zero.
(3) d(z,y) =1=d(y,x),se x #y esex =y temos d(z,y) =0 =d(y,x).

(4) Precisamos analisar os casos.
12 caso: Dados z,y,z € M tal que x =y = z, entao d(z, z) = d(z,y) = d(y,z) = 0,
ou seja,

d(z, z) < d(z,y) +d(y, 2)
0<0+0.

29 caso: Se x =y e x # z, entdo d(x,2) = 1,d(z,y) =0 e d(y, 2) = 1, ou seja,

d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2)
1<0+ 1

32 caso: Se x =z e x # y, entdo d(x,z) = 0,d(x,y) =1 e d(y,z) = 1, ou seja,

d(z,z) < d(z,y) +d(y, )
0<1+41.

4° caso: Sey =z ey # x, entdo d(z,z) = 1,d(x,y) =1 e d(y,z) = 0, ou seja,

d(z,z) < d(z,y) +d(y, z)
1<1+40.

59 caso: Se x £y # z, entao d(x, z) = 1,d(x,y) = 1 e d(y, z) = 1, ou seja,

d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2)
1<1+1.

Exemplo 1.4. Seja (M, d) um espago métrico. Todo subconjunto S C M herda uma

estrutura métrica de M . Para isto, basta definir:

d|SXSZSXS—>R
(z,y) = d(x,y),

a restrigao da fungao d a S x S. Nesse caso, chamamos d|sxs de métrica induzida em S.

Exemplo 1.5. A reta real R tem estrutura métrica se considerarmos a métrica:

d:RxR—R

(z,y) = d(z,y) = |z —yl.
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Esta é chamada métrica usual da reta.

Exemplo 1.6. O espago euclidiano R™ pode ser munido de diferentes métricas. Se x =

(21, T2y ooy n) € Yy = (Y1,Y2, ..., Yn ), definimos as seguintes métricas em R™ :

(1) d(z,y) = V(x1 —11)? + (w2 — 12)? + o 4 (T — Yn)%;
(2) ds(z,y) = |v1 — yu| + |22 — y| + .. + |20 — Yal;
(3> dM(.’L’,y) = max{\:cl - y1|7 ’:CQ - y2‘7 ) ’l’n - yn’}

Pode-se dizer que as fungoes d,dg e dp: R™ x R” — R sao métricas. A métrica d é

chamada de métrica euclidiana, d” de métrica da soma e d’ de métrica do mdximo.

Proposicao 1.7. Sejam d,ds e dy as métricas definidas no Exemplo[1.6. Quaisquer que

sejam z,y € R", tem-se:
Demonstrag¢ao. Note que a primeira desigualdade é satisfeita, pois

dy(z,y) = max{|z1 — v1l, ., |20 — Yul} =|2; — y4|, para algum j € {1,...,n}

=/ (@; — y;)?
<V (@ —y1)? 4 o+ (T — Yn)?
=d(z,y).

Além disso, temos que

d(z,y) =v/ (11 = 91)? + oo + (20 — Yn)?
V(@ =)+ o+ V(@ — ya)?
=lz1 =yl + ...+ |zn — Yal
=dgs(z,y).

Portanto, a segunda desigualdade é satisfeita. E por fim, temos que

ds(z,y) =|x1 —y1| + .. + [20 — Ya]
<lz; —y;l + .. + [z; — y;
=n - |z; =yl
=n-max{|z1 — 1|, .., |Tn — Yn|}
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Podemos observar com o exemplo a seguir que o conjunto das func¢oes limitadas é

um espaco métrico.

Exemplo 1.8. Seja X um conjunto denotamos por B(X,R) o conjunto das fungoes reais
limitadas de X, ou seja, o conjunto das fungoes f : X — R para as quais existe M > 0
tal que |f(x)| < M, para todo = € X. Definimos:

d:B(X,R) x B(X,R) — R
(f,g9) = d(f,g) = ilel)g{lf(x) —g(x)|}.

Temos que todo espacgo vetorial normado é um espago métrico, pois toda norma

induz uma métrica, veremos a seguir.

Definicao 1.9. Seja E um espacgo vetorial. Uma norma em E é uma aplicagao || - || :

E — R que associa a cada vetor x o numero real ||z|| chamado a norma de z, satisfazendo:
Lzl = 0e |z = 0 < = = 0;
2. Dado A € R, temos que ||A-z|| = |A| - ||z|;

3. Para quaisquer z,y € E temos que ||z +y| < ||z|| + ||y]|-

Exemplo 1.10. Um espago vetorial normado ¢ um par (E, | - ||), onde £ é um espago
vetorial real e || - || € uma norma em FE. Todo espaco vetorial normado é um espago
métrico se considerarmos sobre E x E a fungao d(z,y) = ||z — y||. Neste caso, dizemos

que a métrica d ¢ induzida pela norma | - ||.
Exemplo 1.11. Seja E um espago vetorial real. Um produto interno em E é uma fungao
(-, ):ExXxE—R
(z,y) = dz,y) = (z, y),
tal que para todo ', z,y € F e A € R temos:
(Pr) (z+2,y) = (z,y) + (&, y).
(F2) (Az,y) = Az, y).
(P3) (z,y) = (y,7).
(Py) Se x # 0, entao (z,x) > 0.

Todo produto interno origina uma norma ||x|| = \/(x, z). A métrica Euclidiana é

induzida por um produto interno.
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1.2 Bolas e conjuntos limitados

Para introduzir a parte topologica nos espagos métricos, nessa se¢ao iremos intro-

duzir a nogao de bolas e conjutos limitados.

Definigao 1.12. Seja a um ponto no espago métrico M. Dado um ntmero real r > 0,
definimos:

A bola aberta de centro a e raio r, por:

B(a,r) ={x € M;d(x,a) <r}.
A bola fechada de centro a e raio r, por:

Bla,r] ={x € M;d(z,a) <r}.
A esfera de centro a e raio r, por:

S(a,r) ={x € M;d(z,a) =r}.

Se X é um subespaco do espaco métrico M, para cada a € X e r > 0, definimos

a bola de centro em a e raio r, relativamente a métrica induzida, Bx(a, ) como:

Bx(a,r) = B(a,r) N X.
Bxla,r] = Bla,r] N X.
Sx(a,r) = S(a,r)NX.

Exemplo 1.13. Com a métrica usual da reta, para todo a € R e todo r > 0, a bola
aberta de centro a e raio r é o intervalo aberto (a — r,a 4 r) pois a condi¢do |z —a| <r
equivale a —r <z —a < r, ou seja, a —r < x < a+r. Analogamente, Bla, ]| é o intervalo

fechado [a — r,a + r| e a esfera S(a,r) tem apenas dois pontos: a —r e a + r.

Exemplo 1.14. Em R?, dependendo da métrica considerada, temos diferentes represen-

tacoes geométrias para as bolas abertas. Considerando em R? a:

1. Métrica euclidiana, entdo se a = (ay, az)

Bla,r) = {(z1,15) € R% (21 — a1)? + (22 — an)? < r?}.

2. Métrica da soma, entao:

Bs(a,r) = {(x1,72) € R* |21 — a1| + |29 — ag| < 7}
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3. métrica do mdzrimo, entao:

Bul(a,r) = {(z1,72) € R*max{|z, — ay| + |z2 — as|} < 7}

Figura 1.1: Representagao da bola aberta, B(a,r) na métrica euclidiana

Fonte: Elon Lages Lima, 2009, pag.9

Figura 1.2: Representacao da bola

/

aberta, Bg(a,r) na métrica da soma

N

N

Fonte: Elon Lages Lima, 2009, pag.9

Figura 1.3: Representagao da bola aberta, Bj(a,r) na métrica do maximo

Fonte: Elon Lages Lima, 2009, pag.9

Exemplo 1.15. No produto cartesiano M = M; X My X ... x M,,, consideremos a métrica:

d(z,y) = max{d;(zi, yi) },



Capitulo 1. FEspagos Métricos 17

onde x = (z1,...,x,) € Yy = (Y1, ..., Yn) € d; & a métrica em M;. Entao as bolas em M sdo

produtos cartesianos das bolas em M;, ou seja,
B(a,r) = By, (a1,7) X Bg,(as,7) X ... X By, (an,1),

onde a = (ay,...,a,). De maneira andloga podemos definir a bola fechada no produto

cartesiano.

Definicao 1.16. Seja M um espago métrico. Dizemos que um ponto a € M é ponto
isolado, quando existe r > 0 tal que B(a,r) = {a}. Isso significa que além do proprio a,
nao existem pontos de M a uma distancia inferior a 7.

Dizer que um ponto a € M ndao € isolado significa afirmar que para todo r > 0 pode-se
encontrar um ponto x € M tal que 0 < d(a,x) <.

Dizemos que o espago métrico M é discreto se todo ponto de M ¢é isolado.

Exemplo 1.17. Em Z, com a métrica induzida pela reta, todo ponto é isolado.
De fato, se 0 < r < 1, entdo B(n,r) = {n};Vn € Z. Por outro lado, existem espagos
métricos enumeraveis em que nem todos os seus pontos sao isolados. Considere o espago
métrico P = {0, 1, %, vy %, ...} com a métrica induzida pela reta. Note que 0 ndo é ponto
isolado, pois dado r < 0, considerando n € N tal que % < r, teremos que % € B(0,r) e
1
=~ #0.
Proposicao 1.18. Seja M um espago métrico e a,b € M com a # b. Sejam ainda
r,s > 0 tais que

r+s <d(a,b).

Entéao, B(a,r) N B(b,s) = 0.

Demonstra¢ao. Suponhamos por absurdo que exista z € B(a,r)NB(b, s). Entao, d(a,z) <
red(b,x) <s. Dai,

d(a,b) < d(a,z)+d(b,x) <r+s <d(a,b).

O que é um absurdo. Portanto, sob estas condigoes temos que as bolas B(a,r) e B(b, s)

sao disjuntas. O]

Definicao 1.19. Dizemos que um subconjunto X de um espago métrico M ¢é limitado se
existe ¢ > 0 tal que d(x,y) < ¢; para todo x,y € X. Quando X for limitado, chamamos

de diAmetro de X o numero:

diam(X) = sup {d(z,y); =,y € X}.
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Para indicar que X néo é limitado, escreve-se diam(X) = oo, quando isto ocorre
& possivel obter ¢ € R, x.,y. € X tal que d(z.,%.) > c. E evidente que se X ¢ limitado e
Y C X, entdo Y ¢ limitado, valendo diam(Y') < diam(X).

Exemplo 1.20. Toda bola aberta B(a,r) é um conjunto limitado e seu didmetro é menor

ou igual a 2r. De fato, dados x,y € B(a,r)
o) < dora) + day) <+ 7 =20

Pode acontecer de o diametro de B(a,r) ser menor que 2r. Por exemplo, em um espago

com a métrica zero-um, se 0 < r < 1, entdo diam(B(a,r)) = diam{a} = 0.

Exemplo 1.21. Num espago vetorial normado E # {0}, toda bola aberta B = B(a,r)
tem didmetro 2r. De fato, com diam(B(a,r)) < 2r, basta mostrarmos que nao existe
0 < s < 2r, tal que d(x,y) < s, para todo z,y € B(a,r). Supondo, por contradi¢ao, que
exista s, considere t € (s/2,7). Entao para y # 0 qualquer, x = ﬁ tem norma t. Assim,

a—x,a+x € Bla,r). Porém,
l|(a 4+ z) — (a — 2)|| = ||22|| = 2t > s.

Contradicao. Logo, o diametro da bola é 2r.

Proposicao 1.22. Um subconjunto X de um espagco métrico M ¢é limitado se, e somente

se, X C B(a,r) para algum a € M e r > 0.

Demonstragao. (=) De fato, se X ¢é limitado, entdo pela defini¢ao, existe ¢ > 0 tal que
d(y,z) < ¢, para todo z,y € X fixando y = a temos que d(z,a) < ¢; para todo x € X.
Logo, X C Bla,c] C B(a,c+1) .

(<) Se X C B(a,r), entao

d(z,y) < d(z,a) +d(a,y) <2r; Vz,ye X.

Logo, X ¢é limitado. O]

Exemplo 1.23. Se X e Y sao limitados entao X UY é limitado.

Fixemos um ponto ¢ € X e um ponto b € Y tomaremos X, Y # (). Logo, existe ¢ > 0 tal
que d(z,a) < ced(y,b) <c;paratodor € X ey €Y.

Tomando k = 2¢ + d(a, b) temos para todo z € X e y € Y arbitrarios:

d(z,y) < d(z,a) +d(a,b) + d(b,y) < c+d(a,b) +c=k.

A desigualdade d(z,y) < k é evidente quando x,y € X oux,y € Y. Logo, vale d(x,y) < k

para x e y quaisquer em X U Y, o que mostra que X UY ¢é limitado.
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1.3 Distancia de um ponto a um conjunto; distancia

entre dois conjuntos

Definicao 1.24. Sejam a um ponto e X um subconjunto nao-vazio de um espago métrico

M. Definiremos a distdncia do ponto a ao conjunto X como o nimero real:

d(a,X) = inf d(a,z).

zeX

1. d(a,X) < d(a,x); para todo z € X. Isso nos diz que o namero d(a, X) ¢ uma cota

inferior para o conjunto das distancias de a aos pontos de X.

2. Se d(a, X) < c entao existe x € X tal que d(a,z) < ¢. Isso nos diz que nenhum

niumero maior do que d(a, X) é cota inferior desse conjunto.
3. Se ¢ < d(a,x); para todo x € X, entao ¢ < d(a, X).
Proposigao 1.25. Em um espago vetorial normado E, seja B = B(a,r) a bola aberta de
centro a € E e rato r > 0. Dado b € E, tem-se:

d(b,B)=0< b€ Bla,r].

Demonstragao. (=) Se d(b, B) = 0, entdo se b € B nada ha para provar. Se b ¢ B,
queremos mostrar que d(b,a) = r, ou seja, se ele ndo esta no interior da bola, esta na

esfera.

0 =d(b, B) = inf d(b,z).

zeB

Dado n € N, existe x,, € d(b, x,) < % e ad(a,x,) <r, pois z, € Bla,r],

1
d(b,a) < d(b,z,) +d(zn,a) < —+7m;VneN
n
r <d(,a)<r
d(b,a) = r.

(<) b € Bla,r| se existe (z,) C B(a,r) tal que x,, — b. Entao,
< =1 = 0.
0 <d(b,B) Jljgjfg d(b,z) =0

Logo, d(b, B) = 0. O

Proposicao 1.26. Sejam M um espa¢o métrico. Dados a,b € M e um subconjunto
nao-vazio X C M wale:
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Demonstra¢ao. Vamos analisar a veracidade de d(a, X) < d(a,b) + d(b, X). Sem perda
de generalidade, supondo que d(a, X) > d(b, X), para todo zo € X, temos

d(a,X) < d(a,zo) < d(a,b) + d(b, z9) =
d(a> ) ( b) < (b xO) =
d(b, X) > d(a, X) = d(a,b) =
d(a,b) > d(a,X) —d(b, X) =

|d(a, X) —d(b, X)| < d(a,b).
O

Definicao 1.27. Pode-se também definir, mais geralmente, a distancia entre dois sub-

conjuntos nao-vazios X,Y C M. Considerando
d(X,Y) =inf{d(z,y),r € X,y € Y}.

Exemplo 1.28. Para todo intervalo aberto X = (a, b) nareta, tem-se d(a, X) = d(b, X) =
0. Dado um disco aberto X = B(a,r) no plano R? tem-se d(b, X) = 0 para todo ponto

b da circunferéncia S(a,r).

1.4 Isometrias

Definicao 1.29. Sejam M e N espagos métricos. Uma fungao f : M — N é dita uma

1Mmersao 1someétrica se

dy = (f(2), f(y)) = du(z,y); Vo, y € M.

Observagao 1.30. Toda imersdo isdmetrica é injetiva. De fato, se f(z) = f(y), entao
dy(z,y) =dn(f(2), f(y)) = 0 o que implica que z = y. Quando uma imersao isométrica

¢ também sobrejetora, entao é dito que temos uma isometria.

Exemplo 1.31. Seja R™ com a métrica induzida por uma norma qualquer. Tomemos
a,u € R, com ||u|| = 1.

A aplicacdo f : R — R", definida por f(t) = a + tu é uma imersao isométrica da reta
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em R". Dados s,t € R arbitrarios, temos:

d(f(s), f(t)) = [lf(s) = FOI| =lla + su—a+ tu]]
=||su — tul|
=l[u(s = 1)]]
=[lul|[t — s|

=1-d(s,t).

Definigao 1.32. Seja (M, d) um espago métrico, X C M um conjunto qualquer e f :

X — M uma funcao injetiva. Podemos definir uma métrica em X, d, por:

Esta é a chamada métrica induzida por f em X.

Fixado a € R, a aplicac¢ao g : R — R", dada por g(z) = x + a, é uma isometria
(cuja inversa é y — y — a), chamada translagao pelo vetor a.
Também h(z) = —z define uma isometria h : R" — R". As translagoes mostram que,
dados a,b € R" quaisquer, existe uma isometria f : R" — R™ tal que f(a) = b. Este

fato se exprime dizendo que R™ é "metricamente homogéneo".

Exemplo 1.33. Concebendo R? como o conjunto C, fixemos um elemento u = a + b,
com ||ul|* = a®+b* = 1.

A aplicacao f : R*> — R?, definida por f(z) = u -z ¢ uma isometria.

d(f(2), f(w)) =[|(f(w), fFDI = [Juw — u.z|

=[Jull - Jw = z2[| = |lw = z2[| = d(z, w).
Logo, f preserva distancias.

Exemplo 1.34. Seja M limitado. Dada a aplicagao f : M — B(M,R) pondo para cada
r € M, f(x) =d,, onde:
d, : M — R

d,(y) =d(z,y);Vy € M.

Como a métrica d é limitada, cada funcao d, é limitada. Dados x,2’,y € M arbitrarios.
Temos |d,(y) — dw(y)| < d(z,2"). Logo,

||dy — dur|| = sup |du(y) — dur(y)| < d(z,2).
yeM

Tomando y = z’, obtemos |d,(y) — dw(y)| < d(z,2). Segue que ||d, — dy|| = d(z,2"), ou

seja, d(f(x), f(z")) = d(x,2’) assim f é imersdo isométrica. Quando M nao é limitado,
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definimos g : M — B(M,R) pondo d = d, — d,, onde a € M esta fixado.
gl = [lde — da|| < d(a, z).

Logo, g ¢é limitada. Portanto d(g(x),g(z")) = ||g(z) — g(2)|| = |[(dzx — du) — (dw — do)|| =

||dy — dy|| = d(z,2"). Logo, g é imersao isométrica.
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Capitulo 2
Espacos métricos completos

Neste capitulo, nosso foco é abordar o conceito de espagos métricos completos,
bem como algumas de suas propriedades, para que estejam aptos a enunciar o Teorema do
Ponto Fixo de Banach, para que esto seja possivel, também se faz necessario a abordagem
do conceito de pontos fixos de fungoes definidos em espacos vetoriais normados.

Para compreendrmos o conceito dos espagos métricos completos, é necessario es-
tabelecermos algumas definigoes fundamentais, que serao tratadas inicialmente neste ca-
pitulo e serao tuteis para os resultados e aplicagoes que serao desenolvidos ao longo do

estudo.

2.1 Funcoes continuas

Definicao 2.1. Sejam M e N espacos métricos, f : M — N uma funcao e a € M.
Dizemos que f € continua em a se, para todo € > 0, existir 6 > 0. Tal que x € M e
dy(z,a) < ¢ implica que dy(f(z), f(a)) < e.

Equivalentemente, f é continua em a € M se, para toda bola By(f(a),e) C N, existir
uma bola By (a,d) C M tal que f(B(a,d)) C B(f(a),e).

Observacao 2.2. A nocao de continuidade em um ponto é local, isto é, depende apenas
do comportamento de f nas proximidades do ponto.

Se existir em M uma bola B, de centro a, tal que f|p seja continua no ponto a, entdo
f: M — N é continua no ponto a.

Dai segue que se, para toda parte limitada X C M, f|x for continua, entdo f: M — N

é continua.

Defini¢ao 2.3. Dada f : M — N, se existe ¢ > 0 tal que d(f(z), f(y)) < c¢-d(z,y);
para todo z,y € M, dizemos que f é uma funcao Lipschitziana e que c é a sua constante
de Lipschitz.

Proposicao 2.4. Toda fung¢ao lipschitziana é continua.
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Demonstracao. As funcoes lipschitzianas sao continuas pois, dado € > 0, considerando

d =¢/c> 0, temos:
d(z,a) <0 =d(f(x), f(a)) <c-d(z,a) < c.d <e.

Assim, d(f(a:),f(a))§c<c-5<c-§:5. O

c
A definicao a seguir desempenha um papel crucial na prova do teorema principal

desse trabalho, o Teorema do ponto fixo de Banach.

Definigao 2.5. Se f : M — N é tal que d(f(x), f(y)) < c¢-d(x,y) para quaisquer
z,y € M e c € (0,1), dizemos que f é uma contra¢ido. Neste caso, f é lipschitziana e

continua.

Definicao 2.6. Se f: M — N é tal que

d(f(x), f(y)) < c-d(x,y)

para quaisquer x,y € M é uma contracao fraca.
Observacgao 2.7. Note que uma contragao fraca ¢ uma aplicacao lipschitziana com ¢ = 1.

Exemplo 2.8. As aplicagdes constantes f: M — N, f(z) = k € N, para todo x € M,

sao contracoes fracas.

Exemplo 2.9. As imersoes isométricas sao contracoes fracas. Para cada a € M e cada
b € N, obtemos imersoes isométricas,
ip:M— MxNej,: N— M x N, pondo i(x) = (z,b) e ju(y) = (a,y).

Exemplo 2.10. Para cada ¢ = 1,...,n a projecao p; : My X ... x M, — M;, definida por
pi(z1, ..., ) = x;, € uma contragao fraca, se tomarmos no produto cartesiano qualquer
uma das trés métricas.
De fato, seja
p1 My x My — M,y
(1, 22) = p1(x1,22) = 271.

Temos entao,

di(p1(w1,72), p1(y1,¥2)) = di(w1,91) <di(z1,91) + da(72,92)
:d<<x17x2)7 (y17y2))'

Exemplo 2.11. Se a € M é um ponto isolado, entao toda f : M — N é continua em a.
Como a é isolado, entao existe 6 > 0 tal que Bys(a,d) = {a}. Para e > 0, considerando
r € M ed(xr,a) < temos que x € B(a,0) = {a} e assim = a. Logo, d(f(z), f(a)) =
d(f(a), f(a)) = 0 < e. Portanto, f ¢ continua em a.
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Definicao 2.12. Uma funcao f : M — N ¢ dita descontinua em a € M, se nao for
continua em a, ou seja, se 3 € > 0 tal que, V § > 0,3 z5 € B(a,d) tal que f(xs5,a) < 0,

mas d(f(zs), f(a)) > e.

Proposicao 2.13. A composta de duas aplicacoes continuas € continua. Mais especifica-
mente, se [ : M — N € continua ema € M e g: N — P € continua em f(a) € N,

entao go f: M — P € continua em a.

Demonstra¢ao. Dado ¢ > 0, como g é continua em f(a), entdo existe n > 0 tal que,
y e N.
dn(y, f(a)) <n=dp(g(y),9(f(a))) <e. (2.1)

Como f é continua em a, para n > 0 acima existe § > 0 tal que z € M
dy(z,a) <6 = dy(f(z), fla)) <n. (2.2)
Logo, por (2.1)) e (2.2) temos:

d(z,a) <6 = d(f(x), f(a)) <n=d(g(f(x)),9(f(a))) <e.

Portanto, g o f é continua em a. O

Corolario 2.14. Toda restricao de uma aplicacao continua, € continua, ou seja, se f :

M — N € continua e X C M, entio f|x € continua.

f‘X X — N
x— f(z).
Com efeito, seja
10 X — M

x—i(x) =z,
entao, note que flx = f oi e pela proposicao anterior, f|x € continua.

Proposicao 2.15. g : M — N; x Ny € continua se, e somente se, suas fungoes coorde-

nadas, g1 : M — Ny e g5 : M — Ny 0 sao.

Demonstrag¢ao. (=) Se g for continua, entdo g; e go também serdo, pois g = p1og e
go : p2 0 g, onde p; : Ni x Ny — N é a i-ésima projecao. As projecoes sao continuas.

(<) Se g1 e g2 forem continuas em a € M, entao dado € > 0, existem 07,02 > 0 tais que:

dy(z,a) < 01 = dyi1(g1(2), g1(a)) < g,
dy(x,a) < b = dyo(g2(2), g2(a)) < €.
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Logo, considerando 6 = min{dy, d2} > 0, temos que:

dy(z,a) <6 = d(g(r),g(a)) = max{d(g1(z), g1(a)), d(g2(7), g2(a))} < e.

2.1.1 Homeormorfismo

Exemplo 2.16. Seja S' = {(z,y) € R* 2? + y* = 1} munido da métrica induzida pela
métrica de R%. A fungdo f : [0,27] — S dada por f(t) = (cos(t), sen(t)) é contina,
pois suas fungoes coordenadas o sao. Ainda f é bijetiva. Mostraremos agora que a sua
inversa g : S' — [0, 27] é uma fungao descontinua em P = (1,0) = f(0). De fato, note
que g(0) = 0 e seja € = w. Para cadan € N, seja t,, = 27 —% e z, = f(t,). Observe entao

que |z, —p| < —711, enquanto:
Zn = = =E€.
g ¥ n n

Logo, g nao é continua.

No exemplo acima podemos observar que nem toda bijecao continua tem inversa

cotinua.

Definigao 2.17. Sejam M e N espagos métricos, um homeomorfismo de M em N é uma
bijecao f : M — N continua, cuja inversa é continua de N em M. Nesse caso, dizemos

que M e N sao homeomorfos.

Dois espagos métricos que sao homeomorfos nao podem ser diferenciados do ponto
de vista topolégico. Uma caracteristica de um espago métrico que permanece inalterada
sob um homeomorfismo é conhecida como uma propriedade topologica. Aquelas propri-
edades que sao invariantes sob isometrias sao chamadas de propriedades métricas. Dado
que toda isometria também é um homeomorfismo, é possivel afirmar que todas as pro-
priedades métricas também sao propriedades topoldgicas. Contudo, a reciproca nao é

verdadeira.

Exemplo 2.18. a) Se M é homeomorfo a N e M ¢é discreto, entdao N é discreto.

De fato, se f : N — M é um homeomorfismo e f(a) € M, entdo existe £ > 0 tal que

B(f(a),e) = {f(a)}.

Para esse ¢ > 0, existe 0 > 0 tal que

f(B(a,0)) € B(f(a),e) = {f(a)}.

Ou seja, B(a,d) é formada apenas pelo ponto {a} uma vez que f é injetiva. Logo N

também é discreto.



Capitulo 2. FEspagos métricos completos 27

b) O grafico de uma aplicagdo continua é homeomorfo ao seu dominio.

De fato, seja f : M — N continua. O grafico de f é o subconjunto
G(f) = {(x, f() € M x N; = € M},

Note que a aplicagao:
f M — G(f)

z = (x, f(2),

é continua, pois suas fungoes coordenadas o sao.

Ainda, sua inversa é:

7:G(f) — M
(z, f(x)) =,

a qual é continua por ser a restricao de

T MxN—M

(r,y) — x,

ao conjunto G(f). Portanto, 7 ¢ um homeomorfismo entre G(f) e M.

¢) Uma aplicacao injetiva f : M — N que é um homeomorfismo de M sobre sua imagem
f(M) chama-se uma imersao topolégica. A aplicagao f : R — R? f(t) = (¢,¢*) ¢ uma
imersao topologica da reta no plano.

Com efeito, a inversa f~! : f(R) — R dada por f~!(¢,1%) = t é a restrigao a f(R) da
projecao p; : R? — R.

2.1.2 Meétricas equivalentes

Definigao 2.19. Seja M um conjunto e consideramos os espagos métricos (M, d;) e
(M,dy). Dizemos que a métrica d; é mais fina que ds, denotada por d; > ds, se a
aplicagao identidade:

12 (M, dy) — (M, ds)

r—i(x) =z,
for continua. Equivalentemente, d; > dy se, dado a € M e ¢ > 0, existir § > 0 tal que

By, (CL, 5) C By, (a, E).

Definicao 2.20. Duas métricas d; e dy em um espago métrico M, sao ditas equivalentes

quando cada uma delas é mais fina que a outra, ou seja, quando:

’L.LQ . (M, dl) — (M, dg)

x>,
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for um homeomorfismo. Nesse caso, denotamos d; ~ ds.
Vejamos agora alguns resultados importantes a respeito de métricas equivalentes.

Proposicao 2.21. Se existirem constantes c1,co > 0 tais que ci.di(x,y) < do(z,y) <

co.di(z,y);para todo x,y € M, entdo dy e dy sao equivalentes em M.

Demonstracao. De fato, nesse caso, a aplicacao identidade bem como sua inversa, sao

lipschitzianas, e portanto, continuas. O

Proposicao 2.22. Sejam (M,dy) e (M,dy) espagos métricos. Sao equivalentes:
1. d1 ~ dg,

2. f: M — N € continua sequndo dy se, e somente se, o for com respeito a ds.

Demonstragao. (1 = 2) Seja f : M — N e suponha que seja continua com respeito a
di. Entao, dada a € M e ¢ > 0, existe § > 0 tal que:

f(Bqg,(a,0)) C B(f(a),e).

Como dy ~ ds, existe n > 0 tal que Bg,(a,n) C By, (a,d), logo:

f(Ba,(a,m)) C f(Bay(a,6)) € B(f(a), ).

Assim, f é continua com respeito a ds. Analogamente, mostra-se que se f for continua
com respeito a dy tambem o sera com respeito a d;.
2=1)

i My — M,

i i(x) = .

¢ continua, em que M; = (M, d;).
Sendo d(z,y) < 0, § = € ¢ continua. Por hipotese, i1 : My — M; & continua. Logo

i > 11. Analogamente para o outro caso. ]

Proposigao 2.23. A aplicagao injetiva f : (M, dy) — (N, dy) € continua se, e somente

se, a métrica dy; € mais fina do que a métrica dy, induzida em M por f.

Demonstrag¢ao. (=) Temos dy(z,y) = dn(f(z), f(y)). Por dy; ser mais fina que dy, de-
finimos iy, @ (M,dy) — (My,dy) . Logo, para todo € > 0 vai existir § > 0 tal que
dy(z,y) < 6 entao dy(f(z), f(y)) < e. Note que, di(z,y) = dn(f(x), f(y)) < €, assim se
dy(z,y) < 6, temos 7 continua.

(<) Por i ser continua, temos que dado a € M para todo ¢ > 0 existe 6 > 0 tal

que dy(z,y) < § entdo dy(f(x), f(y)) < e, com dy(f(x), f(y)) = di(z,y), ou seja,
Ba,,(a,d) C By, (a,€). Logo, dy; ¢ mais fina que d;. O
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Proposigao 2.24. A bije¢ao f : (M,dy) — (N, dy) € um homeomorfismo se, e somente

se, a métrica dy; € equivalente a métrica dy, induzida em M por f.

Demonstra¢ao. (=) di ~ dy, com dy(z,y) = dy(f(x), f(y)). Tome i : (M,dy) —
(M, d;) sendo continua. Pela proposi¢ao anterior, sabemos que f é continua, basta
mostrar que f~! é continua. Temos, f~' : N — M. Entao, iy, : M; — M continua.
Logo, para todo £ > 0 existe n > 0 tal que se dy(x,y) < n isto implica em dy(z,y) < € .
Tomando x = f~'(u) e y = f~(v), entao dp(f~ (u), f~1(v)). Assim, dy(u,v) < o entao
dy(f7'(u), f71(v)) < & . Tomando o = 7, temos

dy(u,v) = dn(f(2), f(y) = di(2,y) <7

Logo é continua e portanto homeomorfismo.
(<) Temos dy(x,y) < dy(x,y) +dn(f(z), f(y)) = de(x,y). Logo, di > dp. Conside-

rando,
g:M — M x N

z = g(a) = (2, f(2)),

g continua e injetora, entao temos d; |, = d((z, f(x)), (v, f(v))) = du(x, y)+dn(f(2), f(y)) =
ds. Logo, dy > dy. E portanto, dy ~ di, pois d; é induzida por f. O

Corolario 2.25. A aplicagao f : (M,dy) — (N,dyn) € continua se, e somente se, a
métrica dy : M x M — R, definida por ds(z,y) = d(z,y) + dn(f(z), f(y) € equivalente
ad.

Demonstragao. (=) Observe que, dy(z,y) < dy(z,y) +dn(f(x), f(y)) = ds(z,y). Logo

dy > dps. Por outro lado, considere

g M — MxN
z = g() = (z, f(2)).

Definimos

d:(MxN)x (MxN)—R

d((21,91), (%2,92)) = dar (w1, 2) + dy (1, y2).

Por ¢ ser injetora e continua, entao pela Proposicao 1} dy € mais fina do que d
implica dy = d = dy +dy = dy.
(<) Sejam z,y € M, entao

dn(f(z), f(y)) <dm(z,y) +dn(f(2), f(y))
=dy(,y)
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Ou seja, é contragao fraca, e portanto é continua. ]

Exemplo 2.26. Se existir ¢ > 0 tal que do(z,y) < ¢ - di(x,y), entdo d; > dy. De fato,

nesse caso,

2.1,2 2(M, d1> — (M, dQ)
T,

sera lipschitziana, e portanto, continua. Note que, ds(i12(2),412(y) = da(x,y)) < c-

di(x,y); para todo x,y € M.

Exemplo 2.27. Em R, as métricas d,d e d” sao equivalentes. De fato, é consequéncia

da Proposicao [L.7}
d"(a,r) < d(a,z) < d(a,z) <n-d'(a,z).

O que prova que dado a € R e r > 0, entao

Bgr(a,r) C By(a,r) C By(a,r) C Bgr(a,n-r).

2.1.3 Transformacao linear

Definicao 2.28. Sejam FE, F' espagos vetoriais. Uma aplicacao f : F — F' chama-se

uma transformagao linear quando, para quaisquer z,y € E' e A € R temos :

Fla,y) = f(@) + F(y)
FO-2) = A~ f(2).

Dali, resulta que:
f(/\l U1 + ...+ /\n . ’Un) = )\1 . f(Ul) + ...+ >\n . f(Un)

Se for F' =R, diremos que f : E — R é um funcional linear.

Observe que toda transformagao linear f : R™ — F', definida em R™ e tomando
valores num espaco vetorial normado F' qualquer, é continua.
Em termos de base canénica e; = (1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1), todo vetor = =
(1, ., T) € R™ se escreve como: & = Ty - €1 + ... + Ty, - €. Emtdo, f(z) = a7 -
fler) + ... + xp - flen) e portanto |f(z)] < |xi||f(e1)] + ... + |zwm||f(em)|- Tomando
c=max{|f(e1)|, ..., | f(em)|}, temos |f(x)| < c- (|x1] + ... + |zm])-
Usando em R™, a norma: ||z||s = |z1| + ... + ||, temos : |f(x)] < ¢ ||z||; V2 € R™.

Para x,y arbitrarios, vale que:

[f(@) = fW) =1fz—y) <c-|z—yl

Logo, f ¢ lipschitiziana, ou seja, é continua.
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Exemplo 2.29. Nem todo funcional linear é continuo. Seja E o conjunto dos polinomios
reais com uma variavel. E é um espago vetorial, no qual definiremos a norma ||p|| =

sup ||p(z)||. Seja agora f : E — R definida por f(p) = p(2), f ¢ um funcional linear,
0<z<1

mas f nao é continua. Com efeito, tomando ¢ = % vemos que, para cada n € N podemos
encontrar um polinémio p,, com p,(z) = (£)" tal que ||p, — 0| = 5= < < mas |f(pn) —

FO]=1f(pn)] =1>e.

Proposicao 2.30. Sejam E., F espacos vetoriais normados. As sequintes afirmacoes a
respeito de uma transformacao linear f : E — F sao equivalentes.

(1) f é continua;

(2) f € continua no ponto 0 € E;

(3) existe ¢ > 0 tal que ||f(x)|| < c-||z||;Vx € E;

(4) existe ¢ > 0 tal que ||f(x) — f(y)|| < c¢-||lx —y|| para quaisquer z,y € E.

Demonstracao. (1 = 2) Segue diretamente da definigao.
(2 = 3) Sendo f continua no ponto 0, com f(0) = 0, tomamos € = 1 e obtemos § > 0 tal
que ||z|| < § = ||f(x)|| < 1. Seja ¢ qualquer nimero tal que 0 < 1/¢ < 4.

Sex =0,||f(x)|] < c-l||z|| é evidente. Se z # 0, entao [z tem norma L, portanto menor

que 9. Logo, ||f (L) || < 1. Como f é linear, isto nos da,

c |||l
1F (@) < cf|]].

(3 = 4) Por f ser linear e ||f(x)|| < ¢ ||z|| implica que

_1 .
e |||

1f(@)[] <1, ou seja,

1f (@) = FWI = If (@ =y)ll < c-[lz =yl

(4 = 1) Por ser lipschitiziana, é continua. O

De acordo com a Proposicao[2.30| as transformacoes lineares continuas f : £ — F
sdo precisamente aquelas que sao limitadas na esfera unitaria S = {z € E;||z|| = 1} do
espago .

Indica-se com L(FE, F') o conjunto das transformagoes lineares continuas de F em

F. Evidentemente, L(E, F') é um espago vetorial em relagdo as operagoes:

(f+9) = flx) +g(x)
(- f)(z) =a- f(z)

pois se f,g : E — F sao continuas, entdo f + g e o - f também sdo. L(E, F') possui
uma norma natural, definida por ||f|| = sup{||f(z)||;z € E,||z|| = 1}, ou seja, ||f|| =

sup {171}

Definicao 2.31. Sejam FEi, Es, ..., E,, ' espacos vetoriais. Uma aplicacao f : Eq X ...

X

E, — F chama-se n-linear quando é linear separadamente em cada uma das suas n
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variaveis. Isso significa que, para cada i = 1,2, ...,n, tem-se:
flxy, i + iy ey ) = f(T1, s gy oy ) + f(T1, o Uiy ooy T,

floy, s Aoz, x) = X fo, o @y o, ).

sejam quais forem z; € Fy,...,x; eypn € E;,...,x, € B, e X € R,

Se algum z; = 0 entao, pela segunda condi¢ao (com A = 0), tem-se f(z1,...,z,) = 0.

Proposicao 2.32. Sejam E, F,G espacgos vetoriais normados e f : E X FF — G uma
aplicagao bilinear. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(1) f é continua;

(2) f € continua no ponto (0,0) € E X F;

(3) Existe ¢ > 0 tal que ||f(x,y)|| <c-||z||-|lyl;Vr e Eey e F;

(4) f € lipschitziana em cada parte limitada de E x F.

Demonstracao. As ideias sao anédlogas as da prova da Proposigao ([2.30)). O]

Corolario 2.33. Seja F' um espago vetorial normado. Toda aplicagao bilinear f : R™ X

R" — F, definida num par de espagos euclidianos € continua.

Demonstragao. Sejam {eq,...,e,} e {€},...,e,} as bases canodnicas do R™ e R". Dados
/
€T;* € € X+ Gj
( J

temos

flz,y) = Zw cy; - fleie)).

Tomando ¢ = max{|f(e;,¢})|}. Temos em R™ e R", [jz]| = > |ay| e [lyl| = Y _ |yl
i J
valendo ||z|| - ||y|| = Z || |y;]. Temos entao,
12

1/ )l <Y Jil Tyl 1 (s, €5)]

ihj

<c- ) lail lyl

=c-|lzl[ - llyll; Vo € R™ ey € R™.
Logo, f é continua. O

Exemplo 2.34. A multiplicagdo por um escalar, m : R x E — E, onde m(A-z) = A -z
é bilinear. Também todo produto interno p: £ x E — R, p(x,y) = (z,y) é bilinear.
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2.2 Conjutos abertos e fechados

Dando continuidade a parte topologica temos as defini¢oes de conjuntos abertos e
fechados.

Definigao 2.35. Seja X C M, onde M é um espago métrico. Um ponto a € X é dito
um ponto interior a X, se existir r > 0, tal que B(a,r) C X.
Ao conjunto dos pontos interiores a X, denominamos interior de X, denotado por intX.

Dizer que a € X nao ¢ interior a X é dizer que para todo r > 0, existe x € B(a, ), com
r g X.

Definicao 2.36. A fronteira de X em M é o conjunto, formado pelos pontos b € M
tais que toda bola aberta de centro b contém pelo menos um ponto de X e um ponto do

complementar M — X.

Exemplo 2.37. O interior do intervalo [0,1) na reta é o intervalo aberto (0,1) e sua
fronteira consta dos pontos 0 e 1 apenas. De fato, se a € (0,1) entdo sendo r =
min{a — 0,1 — a}, temos que (a — r,a +r) C [0,1) e portanto a € int[0,1). Ainda,
0 € 9[0,1), pois para todo € > 0, (—¢,e) N [0,1) # T e (—e,e) NR —[0,1) # 0.
1 € 9]0,1) pois para todo € > 0, (—¢,) N[0,1) # T e (—e,e) NR —[0,1) # 0.

Exemplo 2.38. Seja Q o conjunto dos ntimeros racionais. O interior de Q em R é vazio.

Com efeito, para todo ¢ € Q e todo £ > 0, existem irracionais em (¢ — ¢,q + ¢). Logo,

(q—¢e,q+e) Q.

Observagao 2.39. As nocoes de interior e fronteira sao relativas, isto é, dependem do
espac¢o métrico M no qual se considera X imerso.
Por exemplo, 9[0,1) = {0,1} em R, porém considerando [0,1) como subconjunto do

espago métrico (—2, 1), temos que: De fato, 1 ¢ 0[0,1) em (2, 1) pois dado € > 0 temos

D(1,e) = B(1,e) N (—2,1)
=(1l—-¢e1+e)N(-2,1)
(1—¢,1),

onde D(z,R) representa a bola centrada em z e de raio r, em (—2,1). Assim, D(1,¢) N

Definigao 2.40. Um subconjunto A de um espago métrico M ¢é dito aberto em M se

todos os seus pontos sdo interiores, ou seja, intA = A.

Exemplo 2.41. Um espago métrico é sempre aberto em si mesmo. Seja x € M, entao
By(z,1) C M = x € intM = intM = M.
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Exemplo 2.42. Em todo espago métrico M, o complementar de uma bola fechada Bla, 7|
¢ um conjunto aberto A = M — Bla,r].
Seja ¢ € A, entao d(a,c) > r. Considerando s > 0, tal que s < d(a,c) —r. Observe
que, B(c,s) C A. De fato, x € B(c, s) implica em d(z,c) < s, portanto d(z,c) — s < 0.
Assim, r < d(a,c) — s < d(a,z) + d(z,c) — s < d(a,x), ou seja, r < d(a,z). Assim,
r € A= M — Bla,r|. Logo, A é aberto.

Proposigao 2.43. Em qualquer espa¢o métrico M, uma bola aberta B(a,r) é um conjunto

aberto.

Demonstra¢ao. Tomando = € B(a,r), temos que d(a,z) < r e sendo assim, considerando

s=r—d(a,z) > 0. Seja y € B(z,s), temos d(y,z) < s. Assim,

d(a,y) < d(y,z) + d(z,a)
<r—da,z)+d(z,a)

=T

Assim, B(x,s) C B(a,r) e entdao y € B(a,r). Isso nos diz que B(a,r) ¢ um conjunto
aberto. O

Observagao 2.44. Pela defini¢ao de conjunto aberto vemos que intX é o maior subcon-

junto aberto de X, ou seja, se A C X é um aberto, entao A C int.X.
Corolario 2.45. Para todo X C M, intX € aberto em M.

Demonstracao. Seja Y = intX. Y ¢é aberto, se intY = Y. Seja y € Y implicando em
y € intX entao existe r > 0 tal que B(y,r) C X. Seja x € B(y,r) assim existe s > 0 tal
que B(z,s) C B(y,r) C X o que implica x € intX. Portanto, x € Y. ]

Proposicao 2.46. Seja U a colecao dos subconjuntos abertos de um espag¢o métrico M.

Entao:
I. MeUedecl,;

2. Se Ay, ..., A, €U entao Ay N ...NA, €U, ou seja, a intersegao finita de abertos é

um conjunto aberto;

3. Se Ay e U,V N\ € L entao A = UA,\GU.
AEL
Demonstracao. 1. M € U é verdade, pois um espago métrico é sempre aberto em si
mesmo. Como o vazio nao tem nenhum elemento nao tem como considerar um
ponto e mostrar que ele nao é interior, logo nao temos como provar que a afirmacao

é falsa, logo é aberto por vacuidade.
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n
2. Sejam Aj,...,A, € U. Seja a € ﬂAi. Por serem conjntos abertos, existem
i=1

1,y ...,n > 0 de forma que B(a,r;) C Ay, ..., B(a,r,) C A,. Sejar = min{ry,...,r,}.

B(a,r) C B(a,m) C A4

B(a,r) C B(a,r,) C A,
Ou seja, B(a,r) C A;N...NA,. E por defini¢ao, A; N...N A, é aberto.

3. Seja a € U Ay e X € L tal que a € Ay,. Como A), é aberto, entao a é interior a
AEL
Ay, logo existe € > 0 tal que B(a,e) C Ay, C U A,. Portanto, U A, ¢é conjunto

AEL AeL
aberto.

]

Exemplo 2.47. Para a interse¢ao de uma familia infinita de abertos pode nao ser um
1
conjunto aberto. Em R, {z} = ﬂ B(z,—) nao é um conjunto aberto.
neN n
Corolario 2.48. Um subconjunto A C M ¢é aberto se, e somente se, € uma reuniao de

bolas abertas.

Demonstragao. (= ) Como A é aberto, entao para cada z € A podemos obter uma bola
aberta B, de forma que x € B, C A. Logo, A = U{x} C U B, € A. Logo, todo

T€EA z€A
aberto é uma reuniao de bolas abertas.

(<) Se A = UB,\ ¢ uma reuniao de bolas abertas, entdo A é aberto em M, pela
Proposicoes [2.46] O

Proposigao 2.49. Sejam M, N espacos métricos e f : M — N uma fun¢do. Entao f

¢ continua se, e somente se, f~1(A) é aberto em M, para todo aberto A C N.

Demonstragao. (=) Suponhamos que f seja continuae A C N aberto. Queremos mostrar
que f71(A) é aberto. Seja a € f7!(A) entdo f(a) € A e A ¢ aberto. Logo, existe
e > 0 tal que B(f(a), €) C A. Como f é continua em a, entdo existe 6 > 0 tal que
f(B(a,d)) € B(f(a),e) C A, implicando que existe § > 0 tal que B(a,d) C f~1(A),
assim f~!(A) é aberto.

(<) Suponha que f~!(A) seja aberto em M, para todo aberto A C N tome a € M
precisamos mostrar que f é continua em a. Seja € > 0, e note que B(f(a),e) é aberto em
N, por hipétese. Sabendo que f~(B(f(a),¢)) ¢ aberto em M. Logo, a € f~(B(f(a),¢)).
Como a ¢é interior, entdo existe § > 0, B(a,d) C f~Y(B(f(a),e)) de onde temos que
f(B(a,0)) C B(f(a),e). Logo, f ¢ continua em a. O
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Observe que, pelo resultado anterior, podemos estabelecer uma relagao entre con-
tinuidade e os abertos de um espaco, mesmo que nao exista uma meétrica envolvida. No
caso dos espagos métricos, o que importa é a colegao dos abertos aos quais a métrica da

origem, ou seja, a topologia induzida pela métrica.

Corolario 2.50. O produto cartesiano Ay X ... X A, de conjuntos abertos A; C M; € um

subconjunto aberto de M = My x ... X M,.

Demonstracao. Como a projecao

7TlIM1X...XMn—>Mi

(X1, ey Tp) > Ty

¢é uma aplicacao continua. Logo, 71 ' (4;) é aberto em M; x ... x M,,. Como A; X ... x A,, =
m H(A) N .. N7 (A,), entdo Ay X ... x A, é aberto em M;. O

Corolario 2.51. Sejam fi,...,fn : M — R fungoes reais continuas. O conjunto A,
formado pelos pontos {x € M; fi(x),..., fu(x) > 0} € aberto em M.

Demonstracao. Definindo f : M — R™ por f(z) = (fi(z), ..., fu(x)), logo f é continua.
Note que, A = f~1(B), com B = (0,+0) X ... x (0,4+00) e B é aberto em R". Logo, A é
aberto em M. O

Corolario 2.52. Sejam f,g: M — R continuas. O conjnto A ={x € M; f(z) # g(x)}

¢ aberto em M.
Demonstragao. Definindo ¢ : M — R por ¢(x) = | f(z) — g(x)|, logo ¢ é continua pois

observe que A = ¢~1((0,+00)), pois € A se, e somente se, p(x) > 0. Logo, A é aberto
em M. [

Definigao 2.53. Uma funcdo f : M — N tal que f(A) é aberto em N, para todo aberto

A C M é chamada de uma aplicacao aberta.

Proposigao 2.54. Um subconjunto A C M x N € aberto se, e somente se, € reunido de

"retangulos” U x V', onde U C M eV C N sao abertos.

Demonstragao. (=) Como A C M x N é aberto, tomemos em M x N a métrica

0[(z,y), («',y)] = max{d(z, "), d(y, ) }-

Logo, para cada z € A, existem bolas abertas U, C M eV, C N tal que z € U, x V, C A,
ou seja, {z} C U, x V, C A. Tomando, A = U{z} C U U, x V, C A e portanto

z€A z€EA

A=U, x V..
(<) Seja A = UU,\ x V) onde, para cada A\, Uy C M e V), C N sao abertos, logo A é
A

reuniao de abertos pela Proposicao [2.46[ e entao é aberto. O
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Definicao 2.55. Um ponto a diz-se aderente a um subconjunto de X de um espaco
métrico M quando d(a, X) = 0. Isto significa que existem pontos de X arbitrariamente
proximos de a, ou seja, para cada € > 0, podemos encontrar = € X tal que d(a,z) < €.

Também vale:
(1) Para todo € > 0, tem-se B(a,e) N X # 0;
(2) Para todo aberto A contendo a, tem-se AN X # (;
(3) Toda vizinhanga de a tem pontos em comum com X.

Definicao 2.56. Seja M um espaco métrico e X C M. Definimos o fecho de X, denotado

por 7, ao conjunto dos pontos aderentes a X.

Observacio 2.57. Note que M = M, § = () e ainda temos que X C X, para todo
X CM.

Exemplo 2.58. Todo ponto a € X ¢é aderente a X. Além disso, os pontos da fronteira

também sao aderentes a X.

Defini¢ao 2.59. Um subconjunto X C M diz-se denso em M quando X = M, ou seja,
quando toda bola aberta em M contém algum ponto de X, ou ainda, para cada aberto
nao-vazio A em M, tem-se que AN X # (.

Exemplo 2.60. O conjunto dos ntmeros racionais ¢ denso em R. O conjunto dos irraci-

onals também é denso na reta.

Exemplo 2.61. Se X C M e Y C N sao subconjuntos densos, entao X x Y é denso no
produto cartesiano.

De fato, se pegarmos A C M x N sendo A aberto nao-vazio. Assim A contém um aberto
U x V que pela Proposicao temos U C M eV C N abertos. Por X e Y serem densos
em M e N,existere UNX eye VNY. Entao, w = (z,y) € (UxV)N(X xY) e logo
we AN (X xY). Portanto, X x Y ¢é denso em M x N.

Proposicao 2.62. Para todo ponto a e todo subconjunto nao-vazio X num espago métrico
M, tem-se:

d(a, X) = d(a, X).
Demonstragio. Sabendo que X C X, entdo d(a, X) < d(a, X). Suponha, por contradicio,
que d(a, X) < d(a, X). Considerando m € R de forma que d(a, X) < m < d(a, X). Entdo,
existe Z € X tal que d(a,Z) < m. Tomando ¢ = m —d(a,z) > 0, entdo existe z € X onde

d(x,Z) < &, ou seja,
d(a,z) <d(a,z) + d(z,x)

<d(a,z)+¢

<d(a,z) +m —d(a,T) = m.
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Logo, d(a, X) < m, contradigao. Portanto, d(a, X) = d(a, X). ]

Corolario 2.63. Para todo subconjunto X C M, tem-se X = X.

Demonstracao. Se a € ?, entdo d(a,X) = 0 = d(a,X) = 0. Assim, para todo ¢ > 0
existe 7 € X tal que d(a,r) < e. Logo, a € X e entdo X C X. ]

Definicao 2.64. Diz-se que um conjunto F' C M é fechado no espaco métrico M quando

seu complementar M — F', é aberto em M.

Exemplo 2.65. Num espa¢o métrico M, toda bola fechada Bla,r] é um subconjunto

fechado de M, pois seu complementar é aberto.
Proposicao 2.66. Dado ' C M, tem-se F = F se, e somente se, F' ¢ fechado.

Demonstracao. Observe que,

F=F & todoae M — F nao é aderente a F
< todoae M —F, 3¢ >0 tal que B(a,e) C M — F;
< todo a € M — F é ponto interior a M — F;

& I é fechado.

Corolario 2.67. Para todo X C M, seu fecho X € um conjunto fechado.
Demonstragao. Segue do Corolério (2.63)) e da Proposicao (12.66)). m

Observacao 2.68. Fechado nao é o contrario de aberto. Quando um subconjunto nao
é fechado, nao se pode concluir que ele seja aberto. E o caso dos racionais que nao é

fechado nem é aberto.

Exemplo 2.69. A fronteira de qualquer conjunto X C M é um subconjunto fechado de
M. Basta observar que o complementar de 0X ¢ o aberto (intX) Uint(M — X).

Exemplo 2.70. Todo subconjunto finito F' = {ay, ..., a,} C M é fechado em M.
Se pegarmos a ¢ F', entdo d(a, F') é o menor dos nimeros d(a, ay), ..., d(a, a,) e portanto

d(a, F') > 0. Assim, todo ponto a € M é um subconjunto fechado de M.

Proposicao 2.71. Os subconjuntos fechados de um espcao métrico M gozam das sequin-

tes propriedades:
1. ) e M sao fechados;

2. A reuniao F' = F1U...UF,, de um numero finito de subconjuntos fechados Fi, ..., F,, C
M € um subconjunto fechado de M ;
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3. Seja { F>\}xea uma familia qualquer de fechado em M, entio F = m F\ € fechado.
AeL

Demonstragao. 1. Segue de maneira analoga a Proposigao [2.40]

2. Ay = F\°, ..., A, = F,° s@ao abertos em M. Assim, Ay N..NA,=F‘N..NE°=
(Fy U ...UFE,)° que é aberto. Logo, Fy U ...U F, é fechado em M.

3. Seja Ay = F)\° para cada A € L. Assim, cada A, é aberto e sendo assim [J A, =
U Fr = (N F)\)¢ que é aberto em M. Logo, [ Fy ¢é fechado.
H

Exemplo 2.72. A reunidao de uma familia infinta de fechados pode nao ser um conjunto

fechado. Note que, U {z} = (0,1) que & aberto em R e cada {z}, com x € (0,1), é
z€(0,1)

fechado em R.
Proposigao 2.73. Sejam M, N espacos métricos. A fim de que uma aplicagio f: M —
N seja continua, € necessdrio e suficiente que a imagem inversa f*(F) de todo subconjunto

fechado F C N seja um subconjunto fechado de M.

Demonstrag¢ao. (=) Sendo f continua e F' C N fechado. Como F* é aberto e f é continua,
logo (f~Y(F))¢ = f~1(F¢) é aberto, portanto f~!(F) é fechado.

(<) Sendo f*(F) fechado em M para todo F' C N fechado. Seja A C N aberto, entao
A¢ ¢ fechado. Pela hipotese, (f~1(A))¢ = f~1(A°) é fechado. Implicando que f~!(A) ¢

aberto. Logo, f é continua. O

Corolario 2.74. Se I, C My, ..., F,, C M, sao subconjuntos fechados, entao Fy X ... X F},
€ fechado em My x ... x M,, = M.

Demonstragcao. Note que as projegoes py : M — My, ....,p, : M — M, sao continuas.
Logo, I} x ... x Fj, = py {(Fy) N...Np; L (F),) é fechado em M, pela Proposicio (2.73)) temos
que f & continua a imagem inversa ¢ um subconjunto fechado e pela Proposicao ([2.71)

temos que a intersecao de uma familia qualquer é um subconjunto fechado. O

Corolario 2.75. Seja (fa)aer uma familia (finita ou nao) de fungdes continuas fy : M —
R, definidas no espago métrico M. O conjunto dos pontos xz € M tais que fr(x) > 0; VA €
L ¢ fechado em M.

Demonstrag¢ao. Observe que podemos escrever esse conjunto como a intersecao das ima-
gens inversas f; ([0, +00)), o qual é um conjunto fechado pois a semi reta [0, +-00) é um
subconjunto fechado em R. Isto decorre das Proposigoes (2.71]) e (2.73)) ]

Corolario 2.76. O grdfico de uma aplicacao continua f : M — N € um subconjunto
fechado de M x N. Em particular, a diagonal A = {(z,y) € M x N;z = y} € um
subconjunto fechado de M x N.
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Demonstra¢ao. Tomando G(f) = {(z,y) € M x N;y = f(z)}. A funcdo

o:MxN—R
(@, y) = d(f(z),y),

é continua. E G(f) = {(z,y) € M X N;¢(x,y) = 0}. Entao temos que G(f) é fechado
em M x N. O

Proposicao 2.77. Seja S um subespaco do espaco métrico M. Dado um subconjunto
X C M, indiquemos com X o fecho de X em S e com X o fecho de X em M. Entio,
X=Xns.

Demonstracao. Se a € S, entao a distancia d(a, X) = inf{d(a,x)};x € X é a mesma que

considerarmos X como subconjunto de S, que de M. Entao,

X ={aeS;da,X)=0}={ae M;da,X)=0nS=XnNS.

Corolario 2.78. Se S € fechado em M entao, para todo X C S tem-se X=X.
Demonstracgao. Temos,XCS:>7CS:>7:705:)?. H

Corolario 2.79. Os subconjuntos fechados do subespaco S sao as intersegoes F' NS, dos

fechados F' C M com o subespaco S.

Demonstrag¢ao. Dado, F' C S um fechado em S. Temos entao:

F=FaF=FNS
SF=FNS.

]

Proposigao 2.80. Seja M = Fy U Fy onde Fy e Fy sao fechados em M. Se f: M — N

é tal que suas restrigoes fr = flr € fo = flr, sdo continuas, entdo f € continua.

Demonstracio. Dado G C N fechado, temos f~1(G) = f;(G)U f,*(G). Pela Proposicao
, a imagem inversa de todo subconjunto fechado ¢ fechado, logo f;'(G) é fechado
em F} e logo é fechado em M. Da mesma forma, f, '(G) é fechado em M. Concluimos
entdo que f1(G) é fechado em M e dessa forma f é continua de acordo com a Proposigao
@-73). 0

Definicao 2.81. Seja X um subconjunto do espago métrico M. Um ponto a € M chama-
se ponto de acumulacao de X quando toda bola de centro a contém algum ponto de X,

diferente do ponto a. Denotado por X'.
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Exemplo 2.82. Na reta R, tomemos: X = Q, Y = Z e U = [0,1]. Entao, X' = R,
Y'=geU =U.

2.3 Limites

Definicao 2.83. Uma sequéncia num conjunto M é uma aplicacao = : N — M, definida
no conjunto N = {1,2,....,n,...}. O valor que a sequéncia z assume no numero n € N sera
indicado por x,, em vez de z(n), e chama-se o n-ésimo termo da sequéncia. Notagao de
sequéncia: (x1,Ta, ..., Tn, -..), (Tn)nen OU (T,).

Notagao para o conjunto dos termos da sequéncia: {xy, za, ..., Tp, ...}, {xn, n € N} ou z(N).
Quando a aplica¢ao x : N — M for injetiva, diremos que (z,) é uma sequéncia de termos

distintos, ou sem repetigoes.

Defini¢ao 2.84. Uma subsequéncia de (x,) é uma restricao da aplicagdo n — z, a um
subconjunto infinito N’ = {n; < ny < ... < ny < ...} de N. A subsequéncia é indicada

pelas notagoes (Tn,, ..., Tny s ---), (Tny Jken OU (Ty, ).

A subsequéncia nao é uma sequéncia, mas caso escrevendo N' = {n; < ns < ... <
ng < ...}, a subsequéncia (x,,, Tny, ..., Tn, , -..) pode ser considerada como sequéncia, pela

aplicagao 1 +— x,,,2 = @p,, ..., kK = 2y, , ...

Defini¢ao 2.85. Uma sequéncia (x,) no espago métrico M chama-se limitada quando o
conjunto dos seus termos ¢é limitado, isto é, quando existe ¢ > 0 tal que d(z,,x,) < ¢

para qualquer m,n € N.
Observagao 2.86. Toda subsequéncia de uma sequéncia limitada ¢ limitada.

Observacgao 2.87. Note que uma sequéncia é limitada se, e somente se, para todo a € M
existir r > 0 tal que z,, € B(a,r);Vn € N.

De fato, se x, € B(a,r);Vn € N, temos d(x,,z,,) < d(z,,a) + d(a,x,) < 7 +71 =
2r;Vn,m € N. Além disso, se existe ¢ > 0 tal que d(z,,z,) < ¢; para todo n,m € N,
temos que dado a € M, d(a,x,) < d(a,z1) + d(x1,2,) < d(a,r1) +c=r.

Exemplo 2.88. Fixemos a € R e, para cada n € N, ponhamos z,, = (cos(na), sen(na)).

Obtemos assim uma sequéncia (z,,) no plano R? ou no circulo S'. Note que,

[|zn][ =ll(cos(na), sen(na))||

=/ (cos(na))? + (sen(na))?
=V1=1.

Logo, (x,) é limitada.
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Exemplo 2.89. Uma sequéncia que assume apenas um numero finito de valores, é evi-

dentemente limitada.

Exemplo 2.90. Se a € R tal que |a] > 1, a sequéncia de numeros reais x,, = a" nao ¢
limitada. Observe que |a| > 1, entao existe A > 0 tal que |a] = A + 1. Assim, a sequéncia
|z, = |a™ = |a|" = (A+1)" > 14+ n-A>n-\ Note que dado ¢ > 0 tomando n > ¢/

temos que n - A > ¢. Logo, (x,) nao é limitada.

Defini¢ao 2.91. Seja (x,) uma sequéncia num espa¢o métrico M. Diz-se que o ponto
a € M é limite da sequéncia (z,) quando, para todo nimero € > 0, dado arbitrariamente,

pode-se obter ng € N = d(x,,a) <  para todo n > ny .

Definicao 2.92. Quando existe a = lim z,, € M diz-se que a sequéncia de pontos z,, € M
é convergente em M, e converge para a. Se nao existe tal a € M, entao a sequéncia é

divergente.

Defini¢ao 2.93. Seja (x,) uma sequéncia no espago métrico M. Dizer que limz,, = a €
M significa que, dada qualquer bola aberta B, de centro a, tem-se z,, € B para todo n

suficientemente grande.

Exemplo 2.94. Dada a sequéncia de nimeros reais =, = 1/n, temos lim x,, = 0.

Dado ¢ > 0, tomando ng > 1/ e n > ng temos |1/n — 0| < e.

Exemplo 2.95. A sequéncia de ntiimeros reais x,, = (—1)" ¢ limitada, mas ndo é conver-
gente.
Suponha, por contradigao, que exista a € R tal que z,, — a. Dado ¢ = 1/2, existe ng € N
tal que n > ng = |z, —a| < 1/2.
e Sen é par
1—a|<1/2=-1/2<1—-a<1/2
= —-3/2< —a<—1/2
=3/2>a>1/2.
e Se n é impar
|—1—-a|<1/2=-1/2<-1—-a<1/2
=1/2< —-a<3/2
= —1/2>a>-3/2.
O que é uma contradi¢ao. Logo, a sequéncia diverge.

Proposicao 2.96. Toda sequéncia convergente é limitada.

Demonstracao. Uma sequéncia é convergente quando lim z,, = a num espag¢o métrico M.
Tomando ¢ = 1 temos nyg € N tal que n > ng. Assim, z,, € B(a,1). Dessa forma,
o conjunto de valores da sequéncia estd na reuniao {zi,...,x,,} U B(a, 1), onde os dois

conjuntos sao limitados, logo ¢ limitado. O]
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Proposicao 2.97. Uma sequéncia nao pode convergir para dois limites diferentes.

Demonstra¢ao. Suponha, por contradi¢ao, que existam (z,) e a,b € M, tal que z,, — a

d(a,b .
e r, — beb # a. Considere ¢ = % > 0. Por z, — a, existe n; € N tal que
d(x,,a) < € sempre que n > ny e x, — b, existe ny € N tal que d(z,,b) < &, sempre que

n > ny. Seja ng = max{ni,ny}, entao se n > ng temos

d(a,b) < d(a,x,) + d(zy, b)
< 2¢
d(a,b)
—
O que é uma contradicao. Logo, o limite é tnico. O

Proposicao 2.98. Se limx,, = a entdo toda subsequéncia de (x,) converge para a.

Demonstragao. Dado e > 0, existe ng € N tal que d(x,,a) < e,para todo n > ng, isto
ocorre pois z, — a. Seja N = {ny,ny, ..., ng, ...} C No conjunto de indice da subsequéncia
(2, ). Como N’ ndo ¢é limitado superiormente, existe ky € N de modo que se k > kg, segue

que ng > ng e entdo d(z,,,a) < €. Logo, z,, — a. O
Corolario 2.99. Se limx, = a, entdo para todo p € N, tem-se lign Tptp = Q.
Demonstragao. Note que, (Tnip)neny = (Tnt1, -y Tntp, -..) € uma subsequéncia de (z,,). O
Corolario 2.100. Se limx, = a # b entdo existe ng € N tal que n > ng = x, # b.

Demonstragao. De fato, caso contrario os idices n € N tais que x,, = b formariam um
conjunto infinito N’ = {n; < ... < ng < ...} e entdo a subsequéncia constante (z,,) teria

um limite b, o que é absurdo. O

Proposicao 2.101. Um ponto a num espaco métrico M, € limite de uma sequéncia
(x,) se, e somente se, toda bola aberta de centro a contém termos x, com indices n

arbitrariamente grandes.

Demonstragao. (=) Se uma sequéncia (2, ..., Tp,, ...) converge para a entdo dado ¢ > 0,
existe ko € N tal que x,, € B(a,¢), para todo k > ky. Assim, toda bola B(a, ) contém
termos de x, com indices arbitrariamente grandes.

(<) A bola B(a,1) contém um termo x,,, a bola B(a,1/2) contém um termo x,,, com
indice ny > ny e assim por diante para todo k € N, podemos encontrar z,, € B(a,1/k)
com ng > ng_q > ... > ng > ny. Isto define um N' = {n; < ny < ... <my < ...} infinito e

uma subsequéncia (x,, ) tal que d(z,,,a) < 1/k. Assim, limy_, x,, = a. n
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Exemplo 2.102. Se uma sequéncia (z,) possui duas subsequéncias que convergem para
limites distintos, entao ela ¢ divergente.
Se a sequéncia (x,) converge para a, entdo toda subsequéncia de (x,) também converge

para a. Logo nenhuma subsequéncia pode possuir um limite b # a.

Proposigao 2.103. Sejam M, N espagos métricos. A fim de que a aplicacao f : M — N
seja continua no ponto a € M € necessdrio e suficiente que x, — a em M implique

f(x,) — f(a) em N.

Demonstragao. (=) f é continua no ponto a. Se z,, — a entao temos que dado € > 0,
existe 0 > 0 tal que d(z,a) < ¢ implicando em d(f(z), f(a)) < e. Por § > 0, temos que
no € N tal que n > ng, obtemos d(z,,a) < ¢ assim d(f(x,), f(a)) < e. Dessa forma,
lim £(2,) = f(a).

(<) Suponha, por contradigao, que f nao é continua em a. Logo existe € > 0 tal que para
cada n € N nos temos z, € M, com d(z,,a) < + e d(f(z,), f(a)) > e. O que acarreta
numa sequéncia (z,) em M onde z,, — a mas f(x,) nao converge para f(a). O que é

uma contradi¢ao. Logo, f é continua. ]

Proposicao 2.104. Seja X um subconjunto de um espaco métrico M. A fim de que se
tenha a € X em M, € necessdrio e suficiente que a seja limite de wma sequéncia de pontos

x, € X.

Demonstragio. (=) Seja a € X, entdo d(a, X) = 0. Dado n € N, existe z,, € X tal que
d(a,z,) < %, 0 que define uma sequéncia (z,) C X tal que nlg& Ty = @

(<) Como a = limz, e z, € X, entdo toda bola aberta de centro a contém pontos
z, € X. Logo, a € X. O

Proposicao 2.105. Um conjunto A € aberto em M se, e somente se, cumpre a sequinte

condi¢do: r, — a € A= x, € A para todo n suficientemente grande.

Demonstracao. (=) Seja A € M aberto e (z,) tal que limz,, = a € A. Por a € A ser
ponto interior, existe € > 0 tal que B(a,e) C A. Como lim z,, = a existe ny € N tal que
n > ng implicando em z,, € B(a,e) C A. o

(<) Suponha, por contradi¢ao, que A nao é aberto. Logo existe a € A —intA. Por a nédo
ser ponto interior, para todo n € N existe x,, € M — A tal que x,, € B(a, %) Assim, (z,)

converge para a e (z,) C M — A. Contradigao. Logo, A é aberto. m

.

Proposicao 2.106. A fim de que a seja ponto de acumul¢ao de um conjunto X C M ¢

necessdario e suficiente que a seja limite de uma sequéncia de pontos distintos x, € X.

Demonstragio. (=) Seja a € X'. Para cada n € N, como B(a,1/n) N X tem infinitos
elementos, podemos formar uma sequéncia (z,), tal que z, ¢ {zi,...,z,_1} para todo
n € N. Assim, lim z, =ae x, # x,, se n,m € Nen #m.

n—oo

(<) Se existir a sequéncia com limz,, = a, entdao a € X'. O
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Exemplo 2.107. Vimos que limz, = a > b na reta implica z,, > b para todo n sufici-
entemente grande. Note que ¢ um caso particular da Proposi¢ao pois o conjunto
(b, +00) dos pontos & > b é aberto na reta.

Observe que existe r > 0 tal que (¢ —r,a +r) C (b, +00). Como z,, — a, existe ng € N

tal que |z, — a| < r para todo n > ng o que implica que z,, € (b, +00); para todo n > ny.

Exemplo 2.108. Dado X C M limitado e ndo-vazio, mostraremos que diamX = diam.X.
Seja ¢ = diamX. Dados z,y € X, existem (z,) C X e (y,) C X tais que x = limx,
e y = limy,. Dessa forma, por X C X temos que diamX < diamX que resulta em
¢ < diamX. E d(z,y) = d(limz,,limy,). Como d(z,,y,) < c para todo n, temos que

d(lim z,,limy,) < ¢ implicando em sup {d(z,y)} < c¢. Portanto, temos que diamX =
z,er

diamX.

Exemplo 2.109. Sejam f,g : M — N continuas. Com o conjunto F' = {z € M; f(z) =
g9(x)}.

Seja a € F. Entao, existe uma sequéncia (x,) C F com limz, = a € M. Temos,
f(z,) = g(z,), para todo n € N. Assim, f(a) = f(limz,) = lim f(z,) = limg(z,) =
g(limz,) = g(a), Logo, a € F' e F é fechado.

Exemplo 2.110. Sejam f,g: M — N continuas. Se f(z) = g(x) para todo x perten-
cente a um subconjunto X C M entdo f(y) = g(y) para todo y € X.

Seja y € X. Logo, existe (z,) C X tal que z, — y. Assim, f(z,) = g(z,), para todo
n € N. Logo, lim f(x,) = lim g(x,,) implicando em f(y) = g(y).

2.4 Sequéncias de funcoes

Diz-se que a sequéncia de aplicacoes f,, : X — M converge pontualmente em X
para a aplicacdo f : X — M quando, para cada x € X, a sequéncia (f1(x), fa(x), ..., fu(x), ...)

tem limite f(z) em M, ou seja, para cada x € X, tem-se lim,,, fn(z) = f(2).

T

Exemplo 2.111. A sequéncia de fungoes f, : R — R, dadas por f,(z) = £ converge

pontualmente em R para a funcao identicamente nula.

x
Com efeito, dado x € R e ¢ > 0, tomamos ng € N tal que ng > u Entao, para
€

2]

n > ng tem-se que — < €.
n

Dizemos que a sequéncia de aplicagoes f,, : X — M converge uniformemente em
X para a aplicacao f : X — M quando para todo ntamero real £ > 0 dado, for possivel
obter ny € N tal que n > ng implica d(f,(x), f(z)) < €, qualquer que seja x € X.

Vale ressaltar que se f,, converge uniformemente para f em X entao f, converge
pontualmente para f em X. Mas por outro lado, se f,, converge pontualmente para f em

X, entao f,, nao pode convergir uniformemente para outra aplicacao que nao seja f.
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Proposicao 2.112. Uma funcio f : M — N é dita uniformemente continua se para
cada € > 0 existir 0 > 0 tal que se d(z,y) < ¢ entiao a d(f(x), f(y)) < e, sejam quais
forem os x,y € M.

Exemplo 2.113. A sequéncia de fungdes f,(x) = £ nos reais ela convergente pontual-

mente f,(z) = fo(x) =0, porém f, ndo converge uniformemente para fy.

Proposicao 2.114. Se f, — [ uniformemente em x entdao, para todo n suficientemente
grande, f, estd a uma distancia finita de f e lim f,, = f no espago métrico By(X, M).
Reciprocamente, se lim f,, = f em Bg(X, M), entio f, — f uniformemente em X.

Demonstragao. De fato, note que d(f,, f) = supd(f.(z), f(z)), tem-se d(f,, f) < € im-

r,eX

plicando em d(f,(z), f(x)) < &; para todo x € X. Por outro lado, d(f.(z), f(z)) < ¢,
para todo x € X, logo d(f,, ) <e. ]

Em particular, se f, — f uniformemente e f é limitada entao, para todo n sufici-

entemente grande, f, é limitada.

Proposicao 2.115. Sejam M, N espacos métricos. Se uma sequéncia de aplicagoes f, :
M — N, continuas no ponto a € M, converge uniformemente em M para uma aplica¢do

f:M — N entao f € continua no ponto a.

Demonstragio. Dado € > 0 e um ntimero natural n tal que d(f,(x), f(z)) < § para todo
x € X. Por f, ser continua em a, entao existe 6 > 0 tal que d(z,a) < 6 em M implica
d(f(x), fu(a)) < 5. Logo, para todo € M com d(z,a) < ¢, temos

d(f(x), f(a)) <d(f(x), fu(2)) + d(fu(x), fula)) + d(fu(a), f(a))

Logo, f é continua em a. m

2.5 Sequéncia de Cauchy

Agora iremos introduzir a sequéncia de Cauchy, que é uma definicao importante

para demonstragao de resultados nos espacos métricos completos.

Definigao 2.116. Uma sequéncia (z,) num espa¢o métrico M chama-se uma sequéncia
de Cauchy quando, para todo € > 0 dado, existir ng € N tal que se m,n > ng tem-se que

d(xm, x,) < €.

Proposicao 2.117. Toda sequéncia convergente € de Cauchy.
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Demonstracao. Se limx,, = a em M entao, dado € > 0, existe ng € N tal que n > ng

implica em d(z,,a) < /2. Considerando m,n > ng, temos

ATy, n) < d(Tp, a) + d(zp, a)
<ef24+¢e/2=c¢.

Logo, (z,) ¢ de Cauchy. O

Exemplo 2.118. Nem toda sequéncia de Cauchy é convergente. No espaco métrico
X = (0,1], a sequéncia (1/n),en ¢ de Cauchy, mas nao é convergente.

De fato, como (1/n),en converge em R, entdo ¢ de Cauchy em R. Assim, munindo X da
métrica induzida pela métrica de R, é também de Cauchy em X. Porém, (1/n),cy nao é

convergente em X.

Proposicao 2.119. Toda sequéncia de Cauchy € limitada.

Demonstragao. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em M. Dado € = 1 existe ng € N
tal que m,n > ng implicando d(z,,, z,) < 1. Assim, {Zp,11, Tngs2, .-} € limitada com
diam < 1. Portanto, {x1, 22, ..., Tn, ...} = {T1, .., Ty} U {Zngt1, Tng+2, ---}- Como cada

conjunto ¢ limitado, a uniao ¢ limitada. ]

Proposigao 2.120. Sejam M um espago métrico, (x,) C M uma sequéncia de Cauchy

e (xp,) uma subsequéncia de (x,) tal que x,, — a € M. Entao, z, — a.

Demonstra¢ao. Dado € > 0, seja ng € N tal que m,n > ng implica em d(z,, z,,) <

DO ™

€
Seja ainda, ky € N tal que k > kg onde d(z,,,a) < 3 Seja entao, z = max{ng, nk,} e

note que se n > ng, tomando k£ € N tal que n; > 2, temos que

Logo, limz,, = a. O]

Proposicao 2.121. Toda aplicacao uniformemente continua transforma sequéncias de

Cauchy em sequéncias de Cauchy.

Demonstrag¢ao. Sendo f : M — N uniformemente continua e (z,) uma sequéncia de
Cauchy em M. Dado ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que z,y € M, d(z,y) < ¢ implica
d(f(z), f(y)) < e. Por sua vez, dado 6 > 0, existe ny € N tal que m,n > ny logo
d(xpm, x,) < 6 entdo d(f(zm), f(z,)) < e. Logo, f(z,) é de Cauchy. O

Exemplo 2.122. Uma aplicagao apenas continua pode nao transformar sequéncias de
Cauchy em sequéncia de Cauchy. Por exemplo, o caso da func¢ao continua f : (0,1] —
R, f(x) = 1/x , que transforma a sequéncia de Cauchy (1/n) na sequéncia (f(1/n)) =
(1,2,...), que nao é de Cauchy.
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2.6 Espacos métricos completos

Definicao 2.123. Diz-se que o espago métrico M é completo quando toda sequéncia de

Cauchy em M é convergente.

Exemplo 2.124. Todo espaco M com a métrica zero-um é completo, pois qualquer
sequéncia de Cauchy em M é constante a partir de um certo indice, e portanto é con-
vergente. No entando, se considerarmos P = {1,1/2,...,1/n, ...} com a métrica induzida
pela métrica da reta, a sequéncia z,, = 1/n é de Cauchy, mas nao é convergente, logo P

nao é completo.
Proposicao 2.125. A reta € um espaco métrico completo.

Demonstragao. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy na reta. Para cada n € N, denotamos
X, ={xp, xpi1,...}. Note que, para cada n € N, X, é limitado em R. Ainda, X; D X5 D

. D X, D ... Paracadan € N, seja a, = inf X, e note que a1 < ay < ... < a, <
.. <supX; = b. Como (a,)nen € uma sequéncia mondtona nao decrescente e limitada
superiormente, entao existe lim a,, = a. Mostraremos agora que a = lim z,,. Uma vez que
(Zn)nen € de Cauchy, é suficiente provar que existe uma subsequéncia que converge para

a. Dado k € N, como lim a,, = a, existe n € N tal que

1< < +1
a——<a,<a+ —
k k

Como a, =inf X,, e a, < a+ %, entao existe n, > n tal que

1 1
a—E<an<xnk<a—l—E.

Com isso, construimos uma subsequéncia (z,, )ren tal que limz,, = a. H

Proposicao 2.126. Todo subespaco métrico fechado de um espago métrico completo, é

completo.

Demonstragao. Seja M completo e F© C M fechado. Seja (x,) C F uma sequéncia de
Cauchy. Entao, (x,) é de Cauchy em M, logo existe a € M tal que z,, — a. Uma vez que
F ¢é fechado e a € F segue que a € F. Logo, F é completo. O

Proposicao 2.127. O produto cartesiano M x N é completo se, e somente se, M e N

sao completos.

Demonstracao. (=) Sejam (z,) de Cauchy em M e (y,) de Cauchy em N. Dai defina,
2n = (T, yn). Afirmagao: z, é de Cauchy, pois dado € > 0, existem n; e ny € N tais
que (T, x,) < € sempre que m,n > ny € d(Ym,yn) < € para todo m,n > ny. Tomando

no = max{ni,ny} temos que d(zy,, z,) < . Logo, (z,) é de Cauchy em M x N que é
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completo assim existe zp = (xg,y0) € M x N tal que 2z, — z5. Note que d(z,,z) <
d(zn, 20) = T = 2o € d(Yn, Yo) < d(2n, 20) = Yn — Yo
(<) Seja z, = (zy, yn) uma sequéncia de Cauchy em M x N. Como as projegoes p; : M X
N — M epy: M x N — N sao uniformemente continuas, temos que pela Proposicao
() e (yn) sdo sequéncias de Cauchy em M e N respectivamente e convergentes.
Logo existem limz,, = a € M e limy, = b € N. Tomando ¢ = (a,b) € M x N, com
limz, = c. Portanto, M x N é completo.

O

2.7 Ponto fixo de Banach

Definicao 2.128. Um espago normado E é chamado espaco de Banach quando for um

espac¢o métrico completo com a métrica induzida pela norma.

Exemplo 2.129. O espaco R" com a norma definida por

¢ um espaco de Banach. Tomemos z,, = (agm), aém)

R a,(lm)) uma sequéncia de Cauchy.

Dado ¢ > 0, existe ng tal que m, k > ng. Temos que,

@ — 1]| = <Z(a;n - a§)2> <e. (2.3)

=1

Desta forma, para m, k > ng, temos

Z:(alm —a? <=

i=1
(al" —af)? < =

(2

la" —af| <& V1<i<n.

Se fixarmos algum ¢ = 1, ..., n, verificamos que a sequéncia de ntimeros reais (a;, a?, ..., a", ...)
é de Cauchy. Por R ser completo, sabemos que a sequéncia converge, entao a;” = a; € R
quando m — oo. Usando o mesmo procedimento n vezes, definimos (aq, as, ..., a,) = a €
R™. Assim, para cada 1 < ¢ < n; dado € > 0, existe m;, € N tal que se m > m;, temos

m £ : _
la;,"™ — a;] < \/E Com isto, sendo mg = EE%{WO}’ se m > mg obtemos

2 - m 2 —~ ¢
o —all =Yl —a? < 305 =
i=1 i1
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Logo, R™ é de Banach.

Definicao 2.130. Um espago de Hilbert é um espaco vetorial H, munido de um produto

interno, e completo em relagao a norma definida por esse produto interno.

Exemplo 2.131. R™ com a norma || - || é Hilbert, porém quando munido com uma das

normas do maximo ou da soma, nao é Hilbert.

Portanto, temos que todo espaco de Hilbert é um espago de Banach, com a norma

proveniente do produto interno.

Definicao 2.132. Um ponto firo de uma aplicacao f : M — M é um ponto x € M tal
que f(z) = x.

Exemplo 2.133. A aplicagao f : R — R definida por f(x) = z* admite ponto fixo. De

fato, f(x) = z implica que z? = x e, portanto, x = 0 ou x = 1.
Exemplo 2.134. Existe algumas fun¢oes que nao existe ponto fixo, é o caso de:

FRoR
fla)=z+1

Existe alguns teoremas de ponto fixo, a titulo de comparacao iremos introduzir
o Teorema de Brouwer em dimensao 1. Iremos iniciar enunciando o Teorema do Valor

Intermediario, resultado auxiliar na demonstracao.

Defini¢ao 2.135. Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua. Se d for um ntmero real

compreendido entre f(a) e f(b), entao existird pelo menos um « € [a, b] tal que f(a) = d.

Teorema 2.136 (Ponto fixo de Brouwer). Sejam a > 0 e f : [—a,a] — [—a,a] continua.

Entao f tem um ponto fizo.
Demonstragao. Defina a seguinte fungao auxiliar
g:|—a,a) = R
v g(z) = f(z) — x.

Note que g(—a) = f(—a) — (—a) = f(—a) +a > 0 e que g(a) = f(a) —a < 0. Além
disso, g é continua, uma vez que g é a soma de fung¢oes continuas, pois f é pelo Teorema
do Valor Intemediario. Logo, pelo T.V.I. existe ¢ € [—a, a] tal que g(c) = 0 o que implica
que f(c) =c. O

Agora vejamos o teorema do ponto fixo de Banach.



Capitulo 2. FEspagos métricos completos 51

Teorema 2.137 (Ponto Fixo de Banach). Seja M um espago métrico completo e f :

M — M uma contragdo. Entao existe um unico a € M tal que f(a) = a.

Demonstragao. Por f ser uma contragao existe ¢ € (0, 1) tal que d(f(z), f(y)) < c-d(x,y),
para todos x,y € M. Primeiramente vamos demonstrar a unicidade de tais pontos fixos.
Suponha, por contradicao, que f admite dois pontos fixos, isto é, existem a,b € M tal

que f(a) =ae f(b) =bcom a # b. Por f ser contragao, temos que:

d(a,b) = d(f(a), f(b)) < c-d(a,b)
d(a,b) < c-d(a,b)
d(a,b) —c-d(a,b) <0
b) -

d(a,b) - (1 —¢) <0.

Note que d(a,b) > 0 e (1 —¢) > 0. Logo, d(a,b) = 0, ou seja, a = b. O que é uma
contradicao. Portanto, se existe um ponto fixo para a contracao f, entao este é tnico.
Agora, vamos demonstrar que, de fato, f admite um ponto fixo.
Dado xy € M, defina uma sequéncia (z,,) em M onde z,, = f(z,_1), seja qual for o n € N.
Afirmamos que d(z,41,%,) < " - d(x1,20), para todo n € N. Vamos usar o principio de
indugao finita para demonstrar esta afirmacao. Para n = 1, tal afirmacao é claramente
verdadeira. Agora suponha verdadeira a hipotese de inducao d(z,41,x,) < - d(z1,x0) €
vejamos se com ela conseguimos demonstrar que d(z, 12, Tni1) < ¢ d(z1, ). Observe
que

d(Tny2, Tny1) = d(f(Tn11), f(20)) < ¢ d(Tnyr, 20) < CARE d(z1,20).

Seja e > 0en >m. Entao

d(xm xm) S d(‘rn’ xn—l) + ...+ d(xm—&-h xm)
< (M4 ™) - d(2, 20).

Como k € (0,1) entdao Y., ¢! & convergente, logo S, = Y1 ¢! é de Cauchy. Por-

tanto, existe ng € N tal que se n > m > ng entao

~ 5, y—zcw Sy e

3

< .
d($17$0)

Se n > m > ng, temos que d(x,, ) < €. Assim, (z,) é de Cuachy em M. Entao, existe

xr =lim, . x, € M. Note que

T = ILm Tpt1 = ILm flx,) = f(lim z,) = f(z).

n—oo
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]

Podemos notar que os teoremas possuem algumas diferencas, é possivel notar que
enquanto o Teorema de Brouwer exige apenas a continuidade da fun¢ao, o Teorema de
Banach exige mais da funcao, é necessario que a funcao também seja uma contracao.

Com respeito ao conjunto onde a funcao f esta definida, o Teorema do ponto fixo
de Banach, exige apenas que M seja completo, ja o Teorema do ponto fixo de Brouwer
trabalha sobre um intervalo fechado simétrico, que além de ser completo, é um fechado e
limitado. Desta maneira, ambos apresentam vantagens e desvantagens com relacao um ao

outro e devem ser utilizados de acordo com o contexto onde possam ser melhor aplicados.
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Capitulo 3

Teorema de Picard

3.1 Conceitos preliminares

Equacgoes diferenciais

A titulo de deixar este trabalho completo, vamos definir algumas ferramentas fun-

damentais para que possamos enunciar o Teorema de Picard.

Definicao 3.1. Sejam 2 C R um aberto e f :  — R uma fungao. Dizemos que f é

diferencidvel em xq € () se

lim f(zo+h) — f(xo)

h—0 h
existe. Quando tal limite existir, o denotaremos por f’(zg) e este niimero é chamado de
derivada de f no ponto zy. Dizemos que f é uma funcao diferencidvel quando esta for
diferenciavel em todos os pontos do seu dominio. Quando isto ocorrer fica bem definida
a funcgao
Q=R
x— f'(z).

Uma Equagao Diferencial Ordinaria (EDO) é uma equac@o envolvendo uma varia-
vel independente, uma fungao incognita (desta variavel independente) e um ntmero finito
de suas derivadas. Uma solucao de uma EDO é uma funcao, definida num intervalo, que

satisfaz a EDO para todos os valores da variavel no intervalo de defini¢ao da funcao.

Definigao 3.2. Uma equagao da forma

y'(z) = flz,y(@)) (3.1)

é chamada de Equac¢ao Diferencial de primeira ordem, onde f : (a,b) X (¢,d) — R é uma
fungao e y é a fungdo incognita. Uma solugao para (3.1]) é uma funcdo u : (a,b) — (¢, d)
satisfazendo (3.1) pontualmente, isto ¢, u satisfaz v/(z) = f(z,u(x));Ve € (a,b). Um
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problema de valor inicial é um sistema da forma
{ y'(x) = f(a,y(x))
y(zo0) = Yo,
onde xg € (a,b) e yo € (c,d).
A solugao para um P.V.I. nao necessariamente é tnica. Veja o exemplo a seguir.

Exemplo 3.3.
1/2

{y'(iﬁ) = ly(z)
y(0) = 0.

Neste exemplo, podemos notar que f(x,y) = |y|*/?

¢ continua em todo o plano (z,y). As
funcoes y; =0 e

1

—332; x>0

_ )4
Y2 = -1 )

—ax%x < 0.

4
sao solucoes do P.V.I. Note que y; é claramente solucao. Para vermos que 35 é solucao

devemos derivar,

e para x > 0,

1 1
vh = 5r = 3l = [ya(w)]?
e para x < 0,
= o= 1) = Lel = o))
Yo = 9 r = 5 )= || = |Y2(T
o v =0,
04h) —ya(0) .. (1/4)R? 1
/ — 1 y2( — 1 — 1 _h:
vo, (v) = lim, n S = Jim o
o v =0,
v (0+h) —ya(0) . (=1/4)p* . -1
v (w) = lim n Jm Jim —=h =0

3.2 Teorema de Picard

Teorema 3.4. Seja f : Q2 — R wma funcao continua definida num aberto w do plano
(x,y). Suponhamos que a derivada parcial com relagao a sequnda varidvel f, : @ — R,
seja continua também. Entao, para cada (xo,y0) € ) existem um intervalo aberto 1
contendo xog e uma unica fungao diferencidvel ¢ : I — R com (x,¢(x)) € w para todo

x € I, que € solugao do PVI
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y(xo) = Yo
Para demonstrar precisamos de um lema que transfere o P.V.I. em um problema de reso-

lugao de uma equagao integral.

Lema 3.5. Seja f : Q — R uma fung¢ao num aberto Q2 do plano (z,y). Entdo, uma
funcao diferencidavel ¢ : I — R € uma solugao do PVI se, e somente se, for uma solugcao

da equagao integral

o) =t [ Flsp(s)ds v e I (3.4)
xo
Demonstrag¢ao. (=) Se ¢ ¢ uma solugdo do PVI dado em (3.3)), entdo pelo Teorema
Fundamental do Célculo, ¢ é solucao da equacao integral .
(<) Se ¢ : I — R é uma fung¢do continua que é solugdo da integral entao pelo
Teorema Fundamental do Calculo, ¢ é diferenciével e é solugcao do PVI . [

Agora iremos demonstrar o Teorema com o auxilio do Lema[3.5.

Demonstragdao. Dado (xg,y0) € 2. Tomando a,b > 0 tais que B = {(z,y) € R?; |x—z| <
a e |y —yo| < b} esteja contido em Q. Temos M = maz{|f(x,y)|; (x,y) € B}. Sejam
0 < a < min{a, &} e J; o intervalo fechado [zg — @,z + a]. Defina C = {g : J; —

R; ¢ é continua , g(zo) = yo e |g(x) — yo| < b}. Munido com a seguinte métrica:

(g1, 92) = max{|g1(z) = g2(x)[; = € Ja}.

Vejamos que C' é um fechado do espago métrico C = {h : J; — R; h é continua}, onde
C ¢ munido com a métrica d dada acima. Suponha, por contradi¢ao, que C' nao é um
fechado de C. Existe (g,) C C tal que g, — g, segundo a métrica d, mas g ¢ C. Por C
ser completo, temos que g € C, ou seja, g é continua. Ou g(xg) # yo ou existe z; € J; tal
que |g(z1) — yo| > b. Se g(xo) # yo entdo € = |g(zo) — yo| > 0. Logo, existe ny € N tal
que se n > nyg

16—0 > d(gn, g) 2> |gn(0) — g(w0)| = Yo — g(0)| = €.

Contradicao! Portanto g(zg) = yo. Se existe z1 € J; tal que |g(x1) — yo| > b. Existe [ > 0

tal que |g(x1) — yo| = b+ 1. Por outro lado, existe ng € N de modo que se n > ng tem-se
d(gn,9) < 1/2.
b+ 1= lg(x1) = yol <lg(x1) = gn(21)| + |gn(21) = %ol

[
< d(gn, 9) + |gn(w1) — 90| < B +0.
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Contradicao! Logo g € C e portanto, C' é completo. Considere agora

¢:C—C
y = oy) = h.

onde h(x) = yo+ fi} f(s,y(s))ds. Vejamos que de fato, h € C. Note que h é cotinua, pois

f € continua e h(zg) = yo. E por fim,

[7() = yol <

| stswtnas| < [ 1rtsptepias

<M-|lx—a9] <M-a<b.

Logo, ¢ : C' — C esta bem definida. Note que solugdes de (3.4)) sdo pontos fixos de ¢,
pois

y(x) = yo + / " F(s.9(s))ds = h(z) = (6(1))(2).

Logo, y = ¢(y). Vejamos que ¢ é uma contragao. Para isto defina:

o, :[0,1] > R
ts ou(t) = f(o, 91+ tHy2 — 1))

Note que, o.(t) = g—i(aﬁ, y1 + t(y2 — y1))(y2 — y1). Pelo Teorema do Valor Médio, existe

c€(0,1) tal que
(1) = a(0) = a;,(c)(1 = 0)

Fas ) — fl, ) = %<x,y1 T elys — 1)) (o — ).

Seja K = max{|g_£(x7y)|ﬂ ($7y) S ‘]@ = [yO - b7 Yo + b]} LOgO,

) — )] = %u,yl Telys— )| - Iy —

< K-ly2 — il

Agora, note que |¢(g1)(z) — ¢(g2)(x)] < K - a-d(g1, g2). Tomando @ < +, obtemos que ¢
é uma contracao. Logo, pelo teorema do ponto fixo de Banach, existe um tnico y € C tal

que ¢(y) = y. Portanto, y é uma solugao para (3.3)).
]

Em sintese, esta pesquisa aprofundou a compreensao dos pontos fixos em espagos
métricos completos, com foco especial na aplicacao do Teorema de Picard. Este teo-

rema, apresentado como uma ferramenta importante na solugao de equagoes diferenciais
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ordinarias, destaca-se ao demonstrar a existéncia e unicidade de solugoes sob condicoes
especificas. Destaca-se que fatores cruciais, como a completude do espago métrico e a
continuidade da derivada parcial em relacao a segunda variavel, exercem uma influéncia
significativa no resultado final. A observacao atenta a essas condigoes é essencial, pois a
nao satisfacao delas pode impedir a obtengao de uma solugao tnica para o problema em

questao.
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