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Resumo

Durante o desenvolvimento da geometria diferencial, por volta do século XVII, um
antigo problema ocupava a mente dos matematicos da época que era determinar se o cha-
mado 5° postulado de Euclides era de fato um postulado ou um teorema. Tal postulado,
que teve uma versao equivalente publicada em 1795, por John Playfair (1748-1819), diz
que: por um ponto fora de uma reta dada, pode-se tragar uma tnica reta paralela a reta
dada". Houveram muitas tentativas de "provar"o quinto postulado, sendo que todas estas
fracassaram. A resposta a esta questao foi dada anos mais tarde por Gauss, Lobachevski
e Bolyai. Em sua obra Disquisitiones generales circa superficies curvas, Gauss mostra
que a curvatura K(p) de uma superficie no ponto p, calculada inicialmente através do
determinante da diferencial de dN, que depende das chamadas primeira e segunda formas
fundamentais, depende na verdade apenas dos coeficientes da primeira forma fundamen-
tal e suas derivadas, e pode ser calculada através de uma féormula que leva o seu nome, a
chamada féormula de Gauss. Como consequéncia desta formula, temos o Chamado Teo-
rema Egregium que afirma que a curvatura Gaussiana de uma superficie ¢ um invariante
intrinseco, isto é, nao depende do ambiente a qual a superficie esté e, consequentemente,
¢ invariante por isometrias locais. Tal descoberta esté intimamente relacionada com geo-
metrias nao euclidianas, visto que a geometria de uma superficie com curvatura nao nula é
nao euclidiana. Uma consequéncia desse fato é que o 5° postulado é de fato um postulado
e nao um teorema.

Neste trabalho, faremos um estudo dos conceitos necessarios para a compreensao
do teorema Egregium de Gauss e sua demonstracao, além de algumas aplicacoes deste
importante resultado.

Palavras-Chave: Geometria diferencial; [sometria; Teorema Egregium.



Abstract

During the development of differential geometry around the 17th century, an
old problem occupied the minds of mathematicians at the time, which was determi-
ning whether the so-called 5th postulate of Euclid was in fact a postulate or a theo-
rem. This postulate, which had an equivalent version published in 1795 by John Playfair
(1748-1819), says that: through a point outside a given straight line it is possible to draw
a single straight line parallel to the given straight line". There were many attempts to
"prove"the fifth postulate, all of which failed. The answer to this question was given years
later by Gauss, Lobachevski and Bolyai. In their work Disquisitiones generales circa su-
perficies curves , Gauss shows that the curvature K (p) of a surface at the point p, initially
calculated through the determinant of the differential of d/V,, which depends on the so-
called first and second fundamental forms, actually depends only on the coefficients of the
first fundamental form and their derivatives, and can be calculated using a formula that
bears his name, the so-called Gauss formula. As a consequence of this formula we have
the so-called Egregium Theorem which states that the Gaussian curvature of a surface
is an invariant intrinsic, that is, it does not depend on the environment the surface is in
and consequently, it is invariant due to local isometries. This discovery is closely related
to non-Euclidean geometries, since the geometry of a surface with non-zero curvature is
non-Euclidean. A consequence of this fact is that the 5th postulate is in fact a postulate
and not a theorem.

In this work, we will study the concepts necessary to understand Gauss’s Egregium
theorem and its demonstration, as well as some applications of this important result.

KeyWords: Differential Geometry; Isometry; Egregium Theorem.
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Introducao

No ano de 1818, Carl Friedrich Gauss (1777-1855) foi chamado pelo governo do
reino de Hanover para supervisionar um levantamento topografico do reino. Tal tarefa,
embora tediosa, teve um importante papel para o desenvolvimento de uma de suas obras
mais importantes, a Disquisitiones generales circa superficies curvas, publicado em 1828
(GAUSS,(1828)). Nesta obra, Gauss introduz o conceito de geometria diferencial in-
trinseca, isto é, o estudo das propriedades geométricas de uma superficie que sao inde-
pendentes das maneiras de mergulha-la em R3. Utilizando a representacao paramétrica
introduzida por Leonhard Euler (1707-1783), onde as coordenadas (x,y, z) de um ponto
p de uma superficie S em R? sdo funcoes de duas variaveis independentes u e v, isto &,
r=2xz(u,v), y =y(u,v), e z = z(u,v), Gauss define uma forma quadratica no espago tan-
gente 1,5, chamada primeira forma fundamental, em termos de trés funcoes £, F', G de
u e v que, em sua esséncia, determinam medidas geométricas em S como comprimentos,
angulos e areas em S. Desta forma, as propriedades intrinsecas da superficie sao aquelas
que podem ser expressas exclusivamente em termos da primeira forma fundamental e suas
derivadas.

Influenciado por seus estudos em astronomia, Gauss define a representacao esférica
de uma superficie como sendo uma aplicacao N que a cada ponto de S associa um vetor
normal unitario na esfera unitaria, a qual chamaremos de aplicagao normal de Gauss. Para
calcular explicitamente a curvatura K da superficie em um ponto p, Gauss fornece uma
formula em termos do determinante da matriz da diferencial da representacao esférica
N, e uma féormula em termos das funcoes E, F' e G e suas derivadas. Esta tultima é
chamada Formula de Gauss e dela decorre o teorema Egregium de Gauss, que em outras
palavras, nos diz que a curvatura Gaussiana ¢ um invariante intrinseco da superficie pois
esta depende apenas das fungoes E, F', GG e suas derivadas.

Neste trabalho, demonstraremos o Teorema Egregium de Gauss e apresentaremos
algumas aplicagoes. No primeiro capitulo, apresentamos alguns conceitos preliminares
necessarios a compreensao deste resultado como os conceitos de diferencial de uma funcao,
superficies regulares e primeira forma fundamental. No segundo capitulo, apresentaremos
a aplicacao normal de Gauss e como através do estudo da diferencial desta podemos definir
a curvatura de uma superficie S em um ponto p. Além disso, exploraremos também

uma outra forma quadratica, a saber, a segunda forma fundamental e como esta nos da
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informacao de como a superficie se "encurva" em uma dada direcao de 7,5, além de
obter uma expressao para a curvatura gaussiana em termos dos coeficientes da primeira
e segunda formas fundamentais. No capitulo 3, apresentaremos o conceito de isometria,
alguns exemplos e uma proposi¢ao que garante que sob algumas condigoes uma certa
aplicacao serd uma isometria. Por fim, investigando as derivadas dos vetores do triedro
{N,z,,xz,}, obteremos a formula de Gauss e demonstraremos o teorema egregium de

Gauss, apresentando algumas aplicagoes.
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Capitulo 1

Um Pouco Sobre Superficies Regulares
em R3

1.1 A diferencial de uma Aplicacao Diferenciavel

Nesta secao, apresentaremos uma das ideias fundamentais para o estudo da geo-
metria de superficies em R?, a ideia de diferencial de uma aplicacao F : R — R™ que
é uma transformacao linear que contém informagoes a respeito da taxa de variacao desta

aplicagao.

Definigao 1.1. Seja F' : U C R®™ — R™ uma aplicacao diferenciavel. Associamos a
cada p € U uma aplicagao linear dF, : R" — R™ que é chamada a diferencial de F'
em p, e é definida da seguinte maneira: sejam w € R™ e a : (—€,¢) — U uma curva
diferenciavel tal que a(0) = p e /(0) = w (Figura [L.I)). Pela regra da cadeia, a curva
f=Foa:(—€e)— R™também ¢é diferenciavel. Entao definimos a diferencial de F' em
p aplicada a w por

dF,w = ('(0).

Figura 1.1: Representacao da diferencial de uma aplicagao diferenciavel.

~ dFp(w)
F(p)

O/

Fonte: CARMO (2014, p. 151).
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Proposicao 1.2. A defini¢ao dada acima para dF, nao depende da escolha da curva que

passa por p com vetor tangente w e dF), €, de fato, uma aplicagao linear.

Demonstragdao. Trabalharemos com o caso F' : U C R? — R3. Sejam (u,v) as coordenadas
em R? e (z,y, z) as coordenadas em R3. Sejam e; = (1,0), e5 = (0,1) a base candnica de
R%e f; = (1,0,0), fo = (0,1,0), f3 = (0,0,1) a base canénica de R3. Entdo, podemos
escrever a(t) = (u(t),v(t)), t € (—e,e),

a'(0) =w =u'(0)e; + v'(0)es.
Seja F(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)), e
Bt) = Foalt) = (z(u(t), v(t), y(u(t), v(t)), 2(u(t), v(t)).

Entao, usando a regra da cadeia e considerando derivadas em ¢t = 0, obtemos

iy — (O Ou  Oxdv Oy du  0Oyov 0z0u  0z0v
B(O)_<8u8t+6vat>fl+<8u8t+8v8t)f2+(8u8t+8v8t>f3
ou ainda,
Oz Ox
ou Ov @
v | Oy Oy o | _
B'(0) = 9u 9o @ = de(“’)'
0z 0z ot
ou Ov

Isso mostra que dF), ¢ representada nas bases canonicas de R? e R?, por uma matriz
que depende apenas das derivadas parciais em p das fungoes coordenadas x, y e z de F' e

do vetor w. Logo, dF}, ¢ uma aplicagao linear e nao depende da escolha da curva o. [
A demonstragao do teorema a seguir pode ser encontrada em LIMA (2004), p.282.

Teorema 1.3 (Teorema da Fungdo Inversa). Seja F' : U C R" — R" uma aplicagdo
diferencidvel e suponha que em p € U a diferencial dF, : R" — R" seja um isomorfismo.
Entao existe uma vizinhan¢a V de p em U e uma vizinhanga W de F(p) em R" tal que
F:V — W tem inversa diferencidvel F~: W — V.

Definicao 1.4. Uma aplicacao diferenciavel F' : V C R* — W C R"™ de V sobre W,
onde V' e W sao conjuntos abertos, ¢ chamada um difeomorfismo de V' sobre W se F' tem

inversa diferenciavel.

O teorema da fungao inversa afirma que se em um ponto p € U a diferencial dF),

é um isomorfismo, entao F' é um difeomorfismo em uma vizinhanca de p.
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Proposicao 1.5 (Regra da Cadeia para Aplicagoes). Sejam F : U C R" — R™ e
G :V c R" — R* aplicacées diferencidveis, onde U e V sdo conjuntos abertos tais

que F(U) C V. Entio Go F : U — R* é uma aplicagio diferencidvel, e

d(G o F), = dGpgy o dF, peU.

1.2 Superficies Regulares

Definigao 1.6. Um subconjunto S C R3 é um superficie regular se, para cada p € S,
existe uma vizinhanca V de p em R? e uma aplicacdo x : U — V N S de um aberto U de
R? sobre V' N S C R tal que (Figura[1.2)

1. x é diferenciavel. Isto significa que se escrevemos
x(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)), (u,v) €U,

as fungoes x(u, v), y(u, v), z(u, v) tém derivadas parciais continuas de todas as ordens

em U.
2. x é um homeomorfismo. Como x é continua pela condicdo 1, x tem inversa x ! :

V' NS — U que é continua.

3. (Condigao de Regularidade) Para todo ¢ € U, a diferencial dx, : R* — R? ¢

injetiva.

Figura 1.2: Uma parametrizacao de uma Superficie Regular.

Fonte: CARMO (2014, p. 62).

Chamaremos x de uma parametrizacao local ou um sistema de coordenadas locais

em uma vizinhanga V' NS de p, sendo esta vizinhanga chamada vizinhanca coordenada.
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Para entender melhor a condigao 3, iremos calcular a matriz da aplicacao linear dz,
nas bases candnicas de R? e R? dadas por {ej,es} e {fi, f2, f3}, respectivamente. Seja
q = (ug,v) € R? e e; vetor tangente a curva a(t) = (ug + t,vp), com a(0) = (ug, vo) e

o/ (t) = (1,0) = e;. A imagem de a por x é

A(t) =xoa(t) = (z(a(t)), y(a(t)), z(a(t)))

B(t) = x(ug + t,v9) = (x(up + t,v0),y(uo + t,v0), 2(up + t,vp)).

Derivando 3(t) com relagao a t, pela regra da cadeia temos

Qudt " dvdt dudl | dudl udl ' dvd
~ (O0x Oy Oz
~\Ou'Ou'du )’
A curva [ acima é chamada curva coordenada v = vy, seu trago esta em S e tem em x(q)
o vetor tangente (Figura

B(0) = (89& oy 32) —x

5'(t)—(8xd_u drdv dydu Oydv Oz du 82dv>

o’ du’ du

onde as derivadas sao calculadas em (ug,vg) e o vetor 5/(0) é indicado pelas suas compo-
nentes na base {f1, f2, f3}.

Figura 1.3: Curvas coordenadas em S.

Curvas
coordenadas

Fonte: CARMO (2014, p. 63).

Assim, pela definicao de diferencial, temos,

or Oy 0z
qu(Gl) = (@, %, %> = Xy-
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De forma anéloga, para curva coordenada u = ug, temos

= X,.

Jx Oy 0z
dxq(e2) = (%7 9’ %>

Desta forma, a matriz de dx,, também chamada de matriz Jacobiana, com relacao
as bases {ey,ea} e {f1, f2, f3} serd

[ O0x Ox |
ou v
dx, = @ % ,
ou Ov
0z 0z
L ou Ov

A condigao 3 da Definicao [1.6|exige que a diferencial dx, seja injetiva, entao os dois
vetores coluna desta matriz devem ser linearmente independentes ou de forma equivalente,
que o produto vetorial

Xy A X, # 0.

De outro modo, para saber se a diferencial é injetiva basta verificar se a matriz

Jacobiana tem posto 2, ou seja, um dos determinantes

Oxr Ox Oxr Ox dy 0Oy
Oz,y) | du v Ox,z) _| du v y.2) _| ou ow
O(u,v) dy 09y |” I(u,v) 0z 0z |7 9O(u,v) Dz 0z |’

ou v ou v ou v

seja diferente de zero em ¢ = (u,v),Vq € U.Aqui ressaltamos que na definigao a
injetividade na condicao 2 tem como finalidade excluir a possibilidade de auto-interseccoes
em superficies regulares e a condicao 3, garante a existéncia de um plano tangente em
todos os pontos de S.

No que segue, enunciaremos duas proposigoes que garantem que algumas classes

de conjuntos sao superficies regulares.

Proposicao 1.7. Se f : U — R € uma fungao diferencidvel em um conjunto aberto
U de R?, entdo o grifico de f, isto é, o subconjunto de R® dado por (z,y, f(x,y)) com

(x,y) € U, € uma superficie reqular.

Demonstracao. Basta mostrar que a aplicacao x : U — R? dada por
x(u,v) = (u,v, f(u,v)), com (u,v) € U,

¢ uma parametrizacao do grafico de f. Observe que a condigao 1 é facilmente aten-

dida, dado que as derivadas parciais das fungdes componentes de x sdo continuas (f é
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diferenciavel e, consequentemente, é continua). Além disso, note que

ox oz

gu " o

dy dy

ou 0 o L,

0z 0z

% _fU<u7U>7 a_y_fv<u>v)v

com isso a matriz da aplicacao linear dx(,,) ¢ dada por

1 0
dX(a:,y) = 0 1 )
fulu,v) - fo(u,v)

9(z,y)
O(u,v)

do gréfico é a imagem por x de um tnico ponto (u,v) € U. Assim, x é bijetiva, e como

sendo a condic¢ao 3 satisfeita, pois = 1. Por fim, observe que cada ponto (z,y, z)

x~1 ¢ a restrigao ao gréfico de f da projegao m(z,y,2) = (u,v) de R3 sobre o plano zy e
assim x~! é continua. Logo, x ¢ uma parametrizacao do grafico de f e com isso podemos
concluir que todo gréafico de uma fungao diferenciavel f : U — R, sendo U conjunto aberto

do R?, é uma superficie regular.

]

Definicao 1.8. Dada uma aplicagao diferenciavel F' : U C R" — R™ definida em um
conjunto aberto U de R", dizemos que p € U é um ponto critico de F' se a diferencial
dF, : R* — R™ nao ¢ uma aplicacdo sobrejetiva. A imagem F(p) € R™ de um ponto

critico é chamado um valor critico de F'.

Definicao 1.9. Diremos que a é valor regular de uma fungao diferenciavel f : U C R" —
R se a diferencial df, é sobrejetiva V p € f~'(a) = {p € U; f(p) = a}.

Sendo f : U C R" — R, a diferencial df, : R® — R é um funcional linear que é

sobrejetivo ou nulo. Com efeito, sua matriz é dada por

_[9f(p) df(p)
| 9, T O, ’

1xn

df,

e como a dimensao da imagem ¢ no maximo 1, entao df, ou é sobrejetiva ou é nula. No
caso de df, nao ser sobrejetiva, equivale a dizermos que f, = f, = f. = 0 em p. Portanto,
a € f(U) é um valor regular de f : U C R* — R se, e somente se, f,, f, e f, nao se

anulam simultaneamente em qualquer ponto da imagem inversa

fa) ={(z,y,2) € U CR? f(x,9,2) = a}.
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Proposigao 1.10. Se f : U C R® — R € uma fungao diferencidvel e a € f(U) é um valor

reqular de f, entao f~'(a) é uma superficie reqular em R3.

A proposicao acima nao serd demonstrada neste trabalho, mas o leitor podera
encontrar a demonstracdo em CARMO (2014), p. 69.

Exemplo 1.11. Vamos mostrar que o Hiperboloide de Uma Folha

2 .2 2
_ 3. Y 2
H—{(WJ’Z)ER,?‘Fﬁ—E—l}

¢ uma superficie regular.

Seja f : R?* — R, dada por

xQ y2 ZQ
flayz)=—5+53-5~

Note que f é uma funcgao diferenciavel, uma vez que as derivadas parciais

2z 2y 2z
fﬂ?z_gv fy:_Qa fZ:__27
a b c
existem e sao continuas. Além disso, observe que
2 2 2
f(x7yuz):0<:>_+y___:1’

a2  b? 2
ou seja, f~1(0) = H. A matriz da diferencial df,, ) num ponto (z,y, z) é dada por:

_[ororon) [ 2
Vw52 5y 32 | |

a? b? c?

Com isso,
df(zy,2) = 0 & 2= 0, —

Portanto,

df(zy) =0 v =y=2=0.

Se (z,y,2) # (0,0,0), entdo df ...y é sobrejetiva. Assim, sobre os pontos de H, df(,,y..) €
sobrejetiva e, consequentemente, 0 é o valor regular de f. Pela proposicao anterior, H é

uma superficie regular.



Capitulo 1. Um Pouco Sobre Superficies Regulares em R3 18

1.3 Mudanca de Parametros e Funcoes Diferenciaveis

sobre Superficies

Neste momento estamos interessados em definir fungoes e aplicagoes diferenciaveis
sobre uma superficie regular S. Como uma superficie regular é "coberta'"por imagens de
parametrizagoes, utilizaremos esta estrutura para definir a diferenciabilidade de fungoes
e aplicagoes em S. Porém tal definicao naturalmente nao pode depender do sistema de

coordenadas que utilizaremos para tal. Assim, precisaremos do seguinte teorema.

Proposicao 1.12 (Mudanga de parametros). Seja p um ponto da superficie regular S,
esejamx : U CR? = S ey :V Cc R® = S duas parametrizacoes de S, tais que
p e x(U)Ny(V) =W. Entio a mudanga de coordenadas h = x toy : y 1 (W) — x 1 (W)

¢ um difeomorfismo, isto €, h ¢ diferencidvel e tem uma inversa diferencidvel h™' (Figura

.

Figura 1.4: Diagrama da Mudanca de Parametros.

x (W)

Fonte: CARMO (2014, p. 83).

Demonstracao. A aplicacao h = x~! oy, sendo a composicao de homeomorfismos, ¢ um
homeomorfismo. Nao é possivel concluir, com argumento analogo, que h é diferenciavel,
ja que x! esta definida em um subconjunto aberto de S, e nao sabemos ainda o que
vem a ser uma func¢ao diferenciavel definida em S. Iremos proceder da seguinte maneira.
Seja r € y Y(W) e defina ¢ = h(r). Como x(u,v) = (z(u,v),y(u,v),2(u,v)) é uma

parametrizacao, podemos supor que
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Estendemos x a uma aplicacao F : U x R — R? definida por

F(u,v,t) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v) + t)
= (z(u,v),y(u,v), 2(u,v)) + (0,0,¢), (u,v) €U, t €R.

Geometricamente, F' aplica um cilindro vertical C' sobre U em um "cilindro vertical"
sobre x(U), levando cada se¢ao de C' com altura ¢ na superficie x(u, v) + teg, onde ez é o
vetor unitario do eixo Oz. Observe que F ¢ diferenciavel e que a restrigdo F|yx oy = X.

Calculando o determinante da diferencial dF,, obtemos

ox Ox

9 o '

dy Oy _ Ozdy  Oydx _ O(z,y)

ou Ov 0 ~ Oudv auﬁv_a(u,v)(q)%o'
0: 0:

ou Ov

Podemos entao aplicar o teorema da funcao inversa, que garante a existéncia de
uma vizinhanga M de x(¢) em R3? tal que F~! existe e ¢ diferenciavel em M. Pela
continuidade de y, existe uma vizinhanga N de r em V' tal que y(IN) C M. Observe
que, restrita a N, h|N = F~1oy|N é composicio de fungoes diferenciaveis. Assim sendo,
podemos aplicar a regra da cadeia para aplicagoes e concluir que h é diferenciédvel em r. Por
r ser arbitrario, h ¢ diferenciavel em y~!(7/). Aplicando exatamente o mesmo argumento,

pode-se mostrar que a aplicacao h~! é diferenciavel, e portanto h é um difeomorfismo. [

Em outras palavras, se x e y sao dadas por
X(u,v) = (x(u,v),y(u,v), 2(u,v)), (u,v) €U,

Y(wvs) = (x(w,s),y(w,s),z(w,s)), (was) € V>

entao a mudanca de coordenadas h dada por
u=u(w,s), v=v(w,s), (w,s)cy (W),

é tal que as fungoes u e v tém derivadas parciais continuas de todas as ordens. Além

disso, a aplicagao h pode ser invertida, fornecendo
w=w(u,v), s=su,v), (uv)ex (W),

onde as funcoes w e s também possuem derivadas parciais continuas de todas as ordens.

Como
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(u,v) _ d(w, s)
d(w,s) O(u,v)

isto implica que os determinantes Jacobianos, tanto de h como de h~!, sao diferentes de

=1,

zero em todos os pontos.

Defini¢ao 1.13. Seja f : W C S — R uma funcao, definida em um aberto W de
uma superficie regular S. Diremos que f é diferenciavel em p € W se, para alguma
parametrizacao x : U C R? — S, com p € x(U) C W, a composigao fox : U C R? —
R ¢ diferenciavel em ¢ = x~!(p) (Figura [L.F). A fungdo f ¢ diferenciavel em W se ¢

diferenciavel em todos os pontos de W.

Figura 1.5: Diagrama de uma funcao diferencidvel em um ponto da superficie.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Proposicao 1.14. A definicao de uma func¢ao diferencidvel independe da escolha da pa-

rametrizacao.

Demonstracao. De fato, sejam x; : U; C R? — S outra parametrizaciao de S, onde
x1(q1) = p, com ¢ € Uy e x,(U;) C W. Denote x; (V) Cc Uy e x (V) C U, com
V = x(U) Nx.(Uy), perceba que h = x ' ox; : x; (V) — x (V) é diferenciavel, logo

1

fox; = foxox lox; = foxoh édiferenciavel em ¢, = x;*(p). Dai, a independéncia

afirmada. n
Agora definiremos o que sao aplicagoes diferenciaveis entre superficies.

Definicao 1.15. Uma aplicagao continua ¢ : V3 C S; — S5 , de um conjunto aberto V;

de uma superficie regular S; em uma superficie regular Sy, é diferenciavel em p € V; se
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dadas parametrizacoes
x;: U CR? = 8, X9:Uy CREZ— Sy,
com p € x1(Uy) e ¢p(x1(Uy)) C x2(Us), a aplicagao
X2_IO¢OX1 Uy — Us,

¢ diferenciavel em ¢ = 27'(p). A aplicagdo X, 0 ¢ 0 x; ¢ chamada a expressdo local de
¢ nas parametrizacoes x1, x> (Figura[L.6). ¢(p)

Figura 1.6: Aplicagao diferenciavel entre superficies regulares.

< z
S 52
1
@ 35(}’3)
o P >
> T > T
Y
Y Uy X1 T ‘ W\XZ
. (%]
h
U,
.(h x;l o poXy -
_—
2
o2
th )

Fonte: Elaborado pelo autor.

Em outras palavras, ¢ é diferencidvel se, quando expressa em coordenadas locais
como ¢(u,v) = (¢1(u,v), p2(u,v)), as funcdes ¢;(u,v) e ¢o(u,v) tém derivadas parciais
continuas de todas as ordens. Convém demonstrarmos que esta definicao nao depende da

escolha de uma parametrizagao.

Proposigao 1.16. A defini¢ao de uma aplicacao diferencidvel entre superficies independe

da escolha da parametrizacao.

Demonstrag¢ao. Sejam S; e Sy superficies regulares e ¢ : S7 — S, uma aplicacao diferen-
ciavel em um ponto p de S; e X1, X, parametrizagoes de S e Sy respectivamente. Suponha
agora que yp, Y2 sejam também parametrizacoes de S; e So, respectivamente. Observe

que

yilodoyi=yaloxzox; ogoxiox oy = hyox;todoxi ok,
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onde hy = y,' oxy e h{' = x;' oy, sio mudancas de parametros. Como h', hy

- ao diferencidvei icdo também é. Portanto, y,' <

e X, o ¢ ox; sao diferenciaveis, sua composi¢ao também é. Portanto, y,” o p oy €

diferenciavel em y;* logo ¢ é diferenciavel em p com relacao as parametrizacoes y; e
1 ’

yo. OJ

Definicao 1.17. Duas superficies regulares S; e S5 sao difeomorfas se existe uma aplica-
cao diferenciavel ¢ : S; — Sy com uma inversa diferenciavel ¢=! : S, — S;. Uma tal ¢ é

chamada de difeomorfismo de S} em 55.

1.4 Plano Tangente e Diferencial de uma Aplicacao

Mostraremos nesta se¢ao que a condi¢ao 3 na definicao de uma superficie regular
S garante que para p € S, o conjunto de vetores tangentes as curvas parametrizadas de
S, passando por p, constituem um plano. Chamaremos tal plano de plano tangente a S

em p e denotaremos por 71),S.

Definigao 1.18. Um vetor tangente a S em um ponto p € S é o vetor tangente o/(0) de

uma curva parametrizada diferenciavel a : (—¢,¢) — S com «(0) = p.

Proposicao 1.19. Seja x : U C R? — S uma parametrizacio de uma superficie reqular
S em p, tal que x(q) = p. Entao o conjunto de vetores tangentes a S em p é um subespago
vetorial T,S = dx,(R?*) C R? de dimensdo 2.

Demonstragdo. Inicialmente, vamos demonstrar que 7,S C dx,(R?). Seja w € T,5 o
vetor tangente em z(q) = p, isto é, seja w = &/(0), onde «a : (—e,¢) = x(U) C S &
diferenciavel e a(0) = p. Seja a curva § = x ' oa : (—€,¢) — U, onde 5(0) = q e

B'(0) = v (Figura[1.7)). Pela defini¢do de diferencial de uma aplicagao, temos

Figura 1.7: Diagrama da construgao de f.

)
—€ 0 €
o
T
/
AV

B10)

q
u

Fonte: Fonte: CARMO (2014, p. 99).
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dx,3'(0) = (x 0 B)(0) = (xox ' oa)(0) = a/(0) = w.

Portanto, w € dx,(R?). Por outro lado, seja w = dx,(v), onde v € R? & o vetor

velocidade da curva v : (—¢,€) — U dada por
V() =tv+q, comt€ (—€€),7(0)=qger(0)=v.

Considere a = x 0 vy e pela definicao de diferencial, temos

a/(0) = (x09)'(0) = dx0)(7'(0)) = dxy(v) = w,
assim, w ¢ vetor tangente e dx,(R?) C T,,S. O

Observe que pela proposigao anterior, o plano dx,(R?), que passa por x(q) = p,
independe da parametrizacao x. Contudo, a escolha de uma parametrizacao x determina
uma base {x,(q),x,(q)} de T,,S, chamada base associada a x. Portanto, podemos escrever
as coordenadas de w € T,S na base associada a uma parametrizacao x da seguinte forma:

w = a/(0) é o vetor velocidade de uma curva a = x 0+, onde 7 : (—e¢,¢) — U é dada por
v(t) = (u(t),v(t)), com 4(0) = ¢ = x(p). Entao
w=0a'(0) = (x07)(0)

d
= (x(u(®), v())li=

Oxdu  oxdo
— \Oudt  Ovdt —o0

= Xu(q)u'(0) + %,(q)v'(0).

Assim, na base {x,(q),X,(q)}, o vetor w tem coordenadas (u'(0),v’(0)).
Através da nogao de plano tangente, podemos falar na diferencial de aplicagoes

diferenciaveis entre superficies.

Definicao 1.20. Sejam S; e Sy superficies regulares, ¢ : V' C S; — Sy uma aplicagao
diferenciavel em V e a : (—€,¢) — V C S; uma curva diferenciavel, com «(0) = p,
a/(0) = w e considere a curva 3(t) = ¢ o . Para cada ponto p € V' definimos a aplicagao

dop : T,51 — Ty(p)S2 que atua em um vetor w € 1,5, da seguinte forma

d6y(w) = (60)(0) = F(0)

Portanto, 3'(0) € um vetor de Ty, S (Figura[L§).
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Figura 1.8: Representacao de w e d¢,(w) nas superficies regulares S; e Ss, respectiva-
mente.

cfgﬂp(l-f)

A /

@

Fonte: CARMO (2014, p. 100).
Proposicao 1.21. A diferencial d¢, : T,S1 — Typ)S2 € uma aplicagdo linear e ndo
depende da escolha de .

Demonstragio. Sejam x(u,v) e X(u,0) com x : U — S; e X : U — S, parametrizacoes de

Sy e Ss, respectivamente. Suponha que ¢ seja expressa nestas coordenadas por:

)_(_1 © ¢ oX = (¢1(u7 U)a gb?(u? U))v co1n (u7 U) ceUe (¢1(u7 U)) ¢2(U, 'U)) eU.
Exprimindo a na parametrizagao x, obtemos
x toa(t) = (u(t),v(t)), comt € (—¢,e).

A expressao local de f = ¢oa é dada por x 'ogoxoxtoa(t) =xlogoa=%x'of =
(1 (u(t),v(t)), p2(u(t),v(t))), assim a expressao de '(0) na base {Z,,T,} de Tyy)Ss &

sy — (Prdu, 90idv 00du 06y de
B du dt ~ v dt’ du dt ~ Ov dt }|,_,

9 9 9 9
(%u’(O) + %U'(m, %u’(O) + %v’(O)) .

Em forma matricial, temos

%o dy
e . ou Ov u'(0
ou Ov

Logo, d¢,(w) é representada por uma matriz que depende apenas da aplicacdo ¢ e das
coordenadas (u'(0),v'(0)) de w na base {x,,x,}. Dessa forma, d¢,(w) ¢ linear e nao

depende da escolha de a. O
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1.5 Primeira Forma Fundamental

Nesta secao definiremos uma importante forma quadréatica em 7,5 chamada por
Gauss de primeira forma fundamental. E através dela que conseguimos calcular compri-
mentos de curvas, angulos entre vetores e areas na superficie, como citamos na introdugao
desse trabalho.

O produto interno natural do R?* O S induz em cada plano tangente 7,S de uma
superficie regular S um produto interno, que indicaremos por (, ),. Se wy,wy € 1,5 C

R3, entao (w,ws), é igual ao produto interno de w; e wy, como vetores em R3.

Definicao 1.22. Seja S uma superficie regular e 7,5 o plano tangente a S no ponto p.

A forma quadratica I, definida por:

I,: 17, = R
w = (w) = (w,w), = |w[* >0,

¢ chamada a primeira forma fundamental da superficie regular S C R3 em p € S.

Na base {x,,x,} associada a uma parametriza¢ao x(u,v) em p, um vetor tangente
w € T,S é o vetor tangente a uma curva parametrizada a(t) = x(u(t),v(t)), t € (—¢,¢€),
com «(0) = p = x(u(0),v(0)) = x(ug,v9) e &'(0) = w. Calculando a primeira forma

fundamental em w, isto é, para t = 0, obtemos

= (d/(0),/(0)),

= (x,u'(0) + x,v'(0), x,u'(0) + x,0'(0)),

= (x,u'(0), x,u'(0)), + 2(x,1(0), x,0'(0)), + (x,0(0), x,0'(0)),

= (u'(0))*(Xu, Xu)p + 20/ (0)0(0) {xu, X0 )p + (v'(0))* (X0, X0 )

= (v/(0))*E + 24/(0)v'(0)F + (v/(0))*G, (1.1)

onde,
E(u(0),v(0)) = (Xu,Xu)p,
F(u(0),v(0)) = (Xu,Xo)p,
G(u(0),v(0)) = (%u;Xu)p,

sao os coeficientes da primeira forma fundamental na base {x,,x,} de 7,,S. Fazendo
p variar na vizinhanca coordenada correspondente a x(u,v), obtemos fungdes E(u,v),

F(u,v), G(u,v), que sao diferenciaveis nessa vizinhanga. Podemos escrever a equagao

(1.1) na forma matricial,
w'(0)
v'(0) |

E F

L@/ O) = [V )] | [




Capitulo 1. Um Pouco Sobre Superficies Regulares em R3 26

Assim, a matriz da primeira forma fundamental na base {x,,x,} é dada por

E F
F G

p =

Exemplo 1.23. Um sistema de coordenadas para um plano P C R3 passando por py =
(x0, Yo, 20) € contendo os vetores ortonormais wy = (ay, as, as), we = (by, be, b3) é dado por
x(u,v) = po + vw; +vwy, (u,v) € R%

Vamos determinar os coeficientes da primeira forma fundamental de P.

Para calcular a primeira forma fundamental em um ponto arbitrario de P, observe

que x, = wy, X, = wy. Como w; e wy sao ortonormais, temos que

E = (xuX,) = (w,w) = |lwi]]? =1,
F = (x,,%,) = (wy,wy) =0,
G = (Xp,X,) = (g, wq) = |lwel® = 1.

Portanto, a matriz da primeira forma fundamental é dada por

10
I, = .

Exemplo 1.24. Vamos determinar a primeira forma fundamental em um ponto arbitrario
do cilindro reto sobre o circulo 22 +4% = 1 que admite a parametrizacao x : U — R? dada
por
x(0,z) = (cosb, senb,z),
U = {(6,2) eR* 0<6<2m, —o00<2z<o0}

Para calcular a primeira forma fundamental, observe que
xg = (—sen#,cos6,0), x,=(0,0,1).
Logo, as fungoes F, I, G sao constantes pois

E = (x4,%9) = ((—senb,cos6,0),(—send, cosf,0)) = sen?d + cos? 6 = 1,
F = (x¢,%x,) = ((—sen#é,cosb,0),(0,0,1)) =0,
G = (x,,x.)=1{0,0,1),(0,0,1)) = [|(0,0,1)]]* = 1.

Consequentemente a matriz da primeira forma fundamental é dada por

10
I, = .
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Note que embora o cilindro e o plano sejam superficies distintas, os resultados obtidos

nos dois casos sao 0S mesmos.

Exemplo 1.25. Considere a hélice de passo 2wa sobre o cilindro x? + y? = 1 dada por
a(f) = (cos @, senf,afh). Por cada ponto da hélice, tracamos uma reta paralela ao plano
xy e que intersecta o eixo Oz. A superficie gerada por essas retas é chamada um helicoide

(Figura|l.9). Uma parametrizac¢do do helicoide é dada por
x(u,v) = (veosu,vsenu,au), 0<u<2mw, —o00<v<00.

Observe que,

Xy (u,v) = (—vsenu,vcosu,a),

X, (u,v) = (cosu, senu,0).

Portanto,
E = (x,,%,) = ((—vsenu,vcosu,a),(—vsenu,vcosu,a)) = v?+ a?
F = (x4,%x,) = {(—vsenu,vcosu,a),(cosu, senu,0)) =0,
G = (x,,%,) = ((cosu, senu,0), (cosu, senu,0)) = 1.

Com isso, a matriz da primeira forma fundamental é dada por

I =

v +a® 0
0 1]

Figura 1.9: Helicoide.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Exemplo 1.26. Vamos calcular os coeficientes da primeira forma fundamental de uma

superficie de revolucgao.
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Seja S C R? o conjunto obtido ao girarmos uma curva regular plana e conexa C
em torno de um eixo no plano que nao encontra a curva. Vamos considerar o plano xz

como o plano da curva e o eixo Oz como eixo de rotagao. Seja
r=f(v), z=gW), a<v<b f(v)>0,

uma parametrizacao para C' e denotamos por u o angulo de rotacao em torno do eixo Oz
(Figura |1.10). A curva C' é chamada curva geratriz de S, o eixo Oz é o eixo de rotagao
de S, os circulos descritos pelos pontos de C' sao chamados de paralelos de S e as varias

posicoes de C sobre S sao chamados meridianos de S. Com isso, obtemos a aplicacao

x(u,v) = (f(v) cosu, f(v) senu, g(v))
do conjunto aberto U = {(u,v) € R*0 < u < 2m,a<v < b} em S.

Figura 1.10: Uma superficie de revolucao.

Eixo de rotacao

Meridiano

Paralelo

Fonte: CARMO (2014, p. 90).

Calculando os coeficientes da primeira forma fundamental, obtemos

E = (xuxu) = ((=f(v)senu, f(v)cosu,0), (= f(v)senu, f(v) cosu,0)) = (f(v))?,
Fo= (xux) = ((=f(v)senu, f(v)cosu,0), (f'(v) cosu, f'(v) senu, ¢'(v))) =
G = (xx) = ((f'(v)cosu, f'(v)senu, g (v)), (f'(v) cosu, f'(v) senu, g'(v)))

(

)
f')* + (g'(v))*.

Com isso, a matriz da primeira forma fundamental é dada por
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, [ (f(0))? 0 ] |
0 (f()*+ (9(v))?
Através da primeira forma fundamental, podemos calcular comprimentos, angulos
e areas na superficie sem fazer referéncia ao espago ambiente R? como veremos a seguir.

O comprimento de arco s de uma curva parametrizada o : V. C R — S é dado por

s(t):/o |o/(t)|dt:/0 VI (t))dt.

Em particular, se a(t) = x(u(t),v(t)) esta contida em uma vizinhanga coordenada

correspondente & parametriza¢ao x : U — x(U) C S, temos

S(t)Z/O V(W ()2 E(u(t), v(t)) + 2u' (v (£ F(ult), v(t)) + ('(1))2G(ult), v(t))dt.

O angulo 6 de duas curvas parametrizadas regulares o : [ — S, f: I — S que se

intersectam em t = t; é dado por

cosf =

(o/(t0), B'(to))
o (to)]16" ()|

Em particular, o angulo ¢ das curvas coordenadas de uma parametrizagao x : U —

x(U)c Sé

(Xu,Xy)  F
xu|[x|  VEG

Com isso, as curvas coordenadas de uma parametrizacao sao ortogonais se, e so-

CoS =

mente se, F(u,v) = (X,,%,) = 0, para todo (u,v) € U. Uma tal parametrizagao é
chamada uma parametrizagao ortogonal.
Para falar do célculo de areas de regioes em uma superficie regular, precisaremos

de algumas defini¢oes

Definig¢ao 1.27. Um dominio (regular) de S é um subconjunto aberto e conexo de S, cuja
fronteira é a imagem de um circulo por um homeomorfismo diferenciavel que é regular

(isto é, sua diferencial ndo se anula) exceto em um ntamero finito de pontos.
Definigao 1.28. Uma regiao de S é a uniao de um dominio com a sua fronteira.

Definigao 1.29. Uma regidao de S C R?® é limitada se estd contida em alguma bola de
S C R

Vamos considerar () uma regiao compacta contida em U e x : U C R? — S uma

parametrizacao de S. Entao x(Q)) = R ¢ uma regido limitada em S.
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Definicao 1.30. Seja R C S uma regiao limitada de uma superficie regular, contida em

uma vizinhanca coordenada de uma parametrizacio x : U C R? — S. O ntmero positivo
// %y A X,||dudv = A(R), onde Q =x'(R),
Q

é chamado area de R.

A integral dupla da Defini¢ao independe da parametrizacao x. A demonstra-
¢ao deste fato pode ser encontrado em CARMO (2014), p. 115.

Convém observarmos que

e A x| + (3, 30)* = [ 1?0 |1* sen 6 + [|sc, |||, | cos™ 0 = [|sea ||, ||,

o que mostra que o integrando de A(R) pode ser escrito como

[xu A X, = \/‘|>‘iﬂu‘|2|’XvH2 — (Xu, Xp)2 = VEG — F?.

Sendo assim, obtemos

// %, A X,| dudv = /Q/mdudv = A(R), Q =x"YR).

Q
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Capitulo 2

A aplicacao Normal de Gauss e a

Curvatura Gaussiana

2.1 Orientacao de Superficies

Para compreender a ideia de orientacao em superficies vamos primeiramente lem-
brar da noc¢ao de orientagao de um espacgo vetorial.

Duas bases ordenadas e = {e;} e f = {fi}, : = 1,...,n, de um espago vetorial
V', n-dimensional, tém a mesma orientacao se a matriz de mudanca de base possui um
determinante positivo. Denotamos esta relagao por e ~ f, onde ~ determina uma relagao
de equivaléncia. Segue das propriedades sobre determinantes que esta relacao define uma
relacao de equivaléncia.

Portanto, podemos organizar o conjunto das bases ordenadas de V' em classes de
equivaléncia, na qual os elementos de uma dada classe estao relacionados por ~. Como o
determinante de mudanga de base ou € positivo ou é negativo, existem apenas duas classes
e cada classe determinada por esta relagao é chamada uma orientagao de V. Assim, V' tem
duas orientacoes e se fixarmos uma das duas de maneira arbitraria, a outra é chamada de
orientacao oposta.

Intuitivamente, como cada ponto p de uma superficie regular .S tem um plano tan-
gente 1,5, a escolha de uma orientagao de 7,5 induz uma orientagao em uma vizinhanca
de p, isto é, a nocao de movimento positivo ao longo de curvas fechadas suficientemente

pequenas em torno de cada ponto da vizinhanga (Figura[2.1).



Capitulo 2. A aplicagao Normal de Gauss e a Curvatura Gaussiana 32

Figura 2.1: Orientacao de 7,5.

T,8)

AN

Fonte: CARMO (2014, p. 123).

Caso seja possivel fazer essa escolha para cada p € S de forma que na intersegao de
quaisquer duas vizinhancas as orientacoes coincidam, entao dizemos que S é orientavel.
Caso contrario, dizemos que S é nao-orientavel.

De forma mais precisa, sejam S uma superficie regular e uma parametrizagao
x(u,v) de uma vizinhanga de um ponto p € S, determinamos uma orienta¢ao do plano
tangente 7,5, a saber, a orientagao associada a base {x,,x,}. Se p pertence a uma vizi-
nhanga coordenada de uma outra parametriza¢ao X(u, v), a nova base {Xz, X5} € expressa

em termos da primeira por

Xy (u,0) = x @—i—x ov
U 9 ’U‘af ’1)877
_7(17/ 7) X @_I_X@
v 7U ’LLafD ’Ua’U7

onde u = u(u,v) e v = v(u,v) sdo expressoes da mudanca de coordenadas h = x 1 o x.

Observe que a matriz de mudanca de base é

ou Ou
ou Ov
ov ov |’
ou v

sendo a matriz Jacobiana de h. Logo, as bases {x,,x,} e {Xz, X5} determinam a mesma

orientacao de 7,5 se, e somente se, o determinante Jacobiano

0(u,v)

2@, 0) > 0.

Definicao 2.1. Uma superficie regular S é orientavel se for possivel cobrir a mesma com

uma familia de vizinhancas coordenadas, de tal modo que se um ponto p € S pertence
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a duas vizinhancas dessa familia, entao a mudanca de coordenadas tem determinante
Jacobiano positivo em p. A escolha de uma tal familia é chamada uma orientacao de S,
e S, neste caso, diz-se orientada. Se uma tal escolha nao é possivel, a superficie é nao-
orientavel. Se S é orientada, uma parametrizagao (local) x é compativel com a orientagao
de S, se juntando x a familia de parametrizacoes dada pela orientacao, obtém-se ainda

uma (logo, a mesma) orientacao de S.

Exemplo 2.2. Uma superficie que é o grifico de uma fungao diferenciavel é uma super-
ficie orientavel. De fato, pela Proposicao [I.7] tal superficie que é grafico de uma fungéo

diferenciavel é coberta por uma tnica vizinhanga coordenada. Logo, é orientavel.
Exemplo 2.3. A esfera S? = {(z,y, z) € R¥| 22 +y?+2% = 1} é uma superficie orientavel.

De fato, a esfera pode ser coberta por duas vizinhancas coordenadas, utilizando
por exemplo a projecao estereografica, de tal modo que a intersegao W dessas vizinhangas
seja um conjunto conexo, isto ¢, sejam x : U — x(U) e X : U — %(U) tais que S? =
x(U)UxU), W = x(U)Nx(U) conexo e h = x~! o X a mudanca de coordenadas.
Fixe um ponto p € W. Se o Jacobiano da mudanca de coordenadas em p for negativo,
intercambiamos u e v no primeiro sistema, e assim teremos Jacobiano positivo. Se o
Jacobiano da mudanca de coordenadas em p for positivo, e como o Jacobiano é diferente
de zero em W por ser conexo, segue pela conexidade de W que o Jacobiano é positivo
em todos os pontos de W. Sendo assim, existe uma familia de vizinhancas coordenadas
satisfazendo a Defini¢ao , o que mostra que S? é orientavel. O exemplo anterior é

suficiente para concluirmos a préxima proposicao.

Proposicao 2.4. Se uma superficie reqular pode ser coberta por duas vizinhangas coor-

denadas, cuja interse¢ao € conexa, entao a superficie € orientdvel.

Daremos agora uma interpretacao geométrica da ideia de orientabilidade de uma
superficie regular em R3. Uma vez fixada uma parametrizacao , x : U C R? — S em
p € S, podemos definir a escolha de um vetor normal unitario em cada ponto p € x(U),
com p =x(q) e q € U, por
X, N\ X,

N(p) ().

Xy A Xy
Observe que se escolhermos um outro sistema de coordenadas locais X(u,v) em p, N se
conserva ou muda o sinal. De fato, seja X : U C R? — S uma outra parametrizacao de S

eh=xlox:x Y (W)—x1W),onde W =x(U)NX(U) e p=%(q), uma mudanga de

parametros, temos

. O(u,v) d(u,v)

N = KiK. <X“/\X”>(h(u’v>>a(a,@) Xy AXy , . O(a, D)
T PN A 0 lquxvl(q>‘8(u,v) '

U vV ) a<a’@) 8(17,71_})
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Assim, N se conserva ou muda de sinal, conforme o jacobiano da mudanca de parametros

h seja positivo ou negativo.

Definicao 2.5. Um campo diferenciavel de vetores normais em um aberto V' C S é uma
aplicagdo N : V C S — R3 que associa a cada ¢ € V um vetor normal unitario N(q) € R?

a S em q.

Proposicao 2.6. Uma superficie reqular S C R3 é orientdvel se, e somente se, existe um

campo diferencidvel N : S — R? de vetores normais em S.

Demonstracao. Supondo que S é orientavel, entao é possivel cobrir S com uma familia
de vizinhangas coordenadas de tal modo que, na interseccao de duas quaisquer delas,
a mudanga de coordenadas tem Jacobiano positivo. Nos pontos p = x(u,v) de cada

vizinhanga coordenada, definimos

Xy N Xy

N(p) (u, v).

B Xy A Xy
N(p) estd bem definido e a aplicacio N : S — R? é diferenciavel. De fato, seja X :
U C R? — S uma outra parametrizacio de S e h = x 1o X : X L{(W) — x~1(W), onde

W =x(U)Nx(U) e p=X(u,v), uma mudanca de parametros. Como o jacobiano da

mudanca de parametros h é positivo, obtemos

O(u,v)
XA X AXy o(u,v) Xy AX,
Vo) =gz ™7 = \quxv|(“’”)‘a(u,v) = T Al
J(u,v)

Além disso, "' o Nox : U C R? — R3 é uma funcdo diferenciavel, pois ¢ formado por
funcoes diferenciaveis. Logo, a aplicacao N : S — R3 é diferenciavel.

Reciprocamente, seja N : S — R3 um campo de vetores normais em S e considere
uma familia de vizinhangas coordenadas conexas cobrindo S. Para os pontos p = x(u, v)
de cada vizinhanga coordenada x(U), U C R?, ¢ possivel pela continuidade de N e, se

necessario, intercambiando u e v, fazer com que

Xy N Xy

N(p) (4, v).

N Xy A Xy

Com efeito, seja p € S e x : U — x(U) uma parametrizagao de S em p tal que x(U) é

conexo. Considere o produto interno definido pela func¢ao continua f : U — R dada por

fp) = <N(p) ﬂ>

"%y A Xy

Como x(U) é conexo, o sinal de f é constante. Se f(p) = —1 (os vetores estao apontando
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em diregdes opostas), intercambiamos u e v na parametriza¢ao, obtendo o afirmado. Pro-
cedendo deste modo com todas as vizinhancas coordenadas, teremos que na intersecao de
duas quaisquer delas, digamos, x(u,v) e X(u, ), o jacobiano da mudanga de coordenadas
€ positivo; caso contrario, terfamos
Xg N\ Xp
|Xa A X

Xy N\ Xy

N(p) = (4,v) = — (u,v) = —=N(p),

Xy A Xy |

o que é uma contradigao. Concluimos entao que dada a dada familia de vizinhancas
coordenadas, com eventuais intercambios de u e v, satisfaz as condi¢oes da Defini¢ao 37,

mostrando que S é orientavel. O

Proposigao 2.7. Se uma superficie reqular é dada por S = {(x,y, 2) € R3; f(z,y,2) = a},

onde f: U C R® = R ¢ diferencidvel e a é um valor reqular de f, entdo S é orientdvel.

Demonstra¢ao. Dado um ponto (xg, %o, 20) = p € S, considere a curva parametrizada
a: (—€€) — S dadapor a(t) = (z(t),y(t), 2(t)) tal que a(ty) = p e o/(ty) = w. Considere

a composigao foa: (—e ) = R, isto é,

f(a(t), y(t), 2(t)) = a, Vte (—¢e€).
Derivando ambos os membros desta expressao acima em relacao a t, temos que em t = £,

of of of
) 50 + 5 () ) + 50 (1) =

dt
MM(W+EU(M+&UM

((fa(p); fy(p), F=(p)), (' (o), y'(t0), 2’ (t0))
(Vf

R R
|

)
)
w)

Isto mostra que o vetor tangente a curva em t = ty é perpendicular ao vetor gradiente de

f em p. Como a curva e o ponto sio arbitrarios, concluimos que N : S — R? dado por

Vi(z,y,2)
IV f(z,y,2)]
(for fys £2)
Vi + 1+ f2

N(z,y,z2)

_ fa fy IE
_<¢ﬁ+ﬁ+ﬁ\ﬁﬁﬁﬁﬁf¢ﬁ+ﬁ+ﬁ>

¢ um campo diferenciavel de vetores unitarios em S. Pela proposigao 14, isto implica que

S é orientavel. O
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2.2 Aplicacao Normal de Gauss

Em seu artigo GAUSS (1828) Gauss definiu uma nogao de curvatura para superfi-
cies que mede o quanto S se afasta em cada ponto p de seu plano tangente 7,,S. Para dar
essa medida de afastamento Gauss usou uma aplicacao diferenciavel de S na esfera unita-
ria. No tempo de Gauss a no¢ao de orientacao de superficie nao estava clara de forma que
esta medida era dada em partes de S. A seguir estudaremos tal aplicagao e como através
dela podemos obter a curvatura de uma superficie em um ponto p. Ao longo deste topico,
S denotara uma superficie regular orientavel e orientada e diremos simplesmente que S é

uma superficie com uma orientagao N.

Definigao 2.8. Seja S C R3 uma superficie com uma orientacao N. A aplicacao N :

S — R? toma seus valores na esfera unitéria
S* = {(x,y,2) € R* 2” +¢* + 2> = 1}.

A aplicacao N : S — S? assim definida, ¢ chamada a aplicacdo normal de Gauss de S

(Figura[2.2).

Figura 2.2: Aplicagdo Normal de Gauss.

e

Fonte: CARMO (2014, p. 161).

Como S é uma superficie orientavel, a aplicacao normal de Gauss é diferenciavel.
Portanto, para todo p € S a diferencial d/V, ¢ uma aplicacao linear de 7,S em T, N(p)SQ.
Como os vetores normais de S e S? sdo paralelos, entdo via identificacao 7,5 = Tn(,)S?,
dN, pode ser vista como um operador linear em 7,5, isto ¢, dN, : 1,5 — T,S.

O operador dN,, opera da seguinte maneira: para cada curva parametrizada a(t)

em S, com a(0) = p, consideramos a curva parametrizada N o a(t) = N(t) na esfera S?,
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que é equivalente a restringir o vetor normal N & curva a(t). Segue que, o vetor tangente
a N(t) em N(p) dado por

N'(0) = (N 0 )(0) = AN, (a(0)),

¢ um vetor de 7,,S. Ele mede a taxa de variacdo do vetor normal NN restrito a curva «a(t),

em t = 0. Assim, dN, mede quanto N se afasta de N(p) em uma vizinhanca de p (Figura

23).

Figura 2.3: Variacao do vetor normal em uma vizinhanca de p.

Fonte: CARMO (2014, p. 162).

Exemplo 2.9. Seja P um plano dado por az + by + cz + d = 0 temos como vetor normal
ao plano P o vetor (a, b, ¢). Logo, o campo diferenciavel de vetores normais unitarios para

todo p € P é dado por
(a,b,c)

N(p) =
W= Voo

que é constante. Portanto, dN, = 0.
Exemplo 2.10. Considere a esfera unitaria S? = {(z,y,2) € R3; 2% +¢* + 22 = 1}.

Se a(t) = (z(t),y(t),z(t)) ¢ uma curva parametrizada em S? entao derivando

r? 4+ y* + 22 = 1 obtemos,
2xx’ + 2yy’ + 222" =0,
que podemos escrever como
2((z,y, 2), (2, ¥, 7)) = 0.

Assim, temos que (z,y, z) é ortogonal a (2/,y/, 2’), e, consequentemente, é normal a esfera

no ponto (z,y, z). Desta forma,

(z,y,2)

N = =(z,y,z2
/113'2—|—y2—|—22 ( )
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N: (—l’, -, _Z) — (—:E,—y, _2)7

V(=22 + (—y)? + (—2)?

sao campos de vetores normais e unitarios em S2, e definem portanto orientacoes em S2.

Escolhendo N = (—x, —y, —2) como um campo normal, podemos notar que N aponta

para o centro da esfera. Restringindo N a curva a(t) = (z(t), y(t), 2(t)), obtemos

N = (—a(t), —y(t), —=(1)),

onde N é uma funcao vetorial de t. Derivando N temos que,

AN )= (@' (1), Y (1), 2/ (1)) = N'(t) = (=2/(t), =y (t), —2'(¢)),

ou seja, de(v) = —uv, para todo p € S? e todo v € T,5%. De modo analogo, escolhendo

N como campo normal e unitério, e restringindo a curva a(t) obterfamos dN,(v) = v.

Definigao 2.11. Seja V um espago vetorial munido de um produto interno ( , ). Diremos

que a aplicagao linear A : V' — V' é auto-adjunta se (Av, w) = (v, Aw) para todo v,w € V.

Proposicao 2.12. A diferencial dN, : T,S — T,S da aplicagao normal de Gauss € um

operador linear auto-adjunto.

Demonstracao. Basta mostrar que
(dNy(w1), w2) = (wi, dN,(w2)),

para uma base {wy,ws} de T,S. Seja x(u,v) uma parametrizacao de S em p e {x,,X,}
a base associada de T,S. Se a(t) = x(u(t),v(t)) ¢ uma curva parametrizada em S, com
a(0) = p, temos

dudt " v dt
= dN,(x,u/'(0) +x,0'(0))

IO = dN, (8xdu Gxdv)

t=0

d
— %N(u(t),v(t))h:o

ONdu O dv
N Ou dt ov dt

= N/(0) + Nw'(0),

t=0

e em particular , dN,(x,) = N, e dN,(x,) = N,. Portanto, para provar que dN, é

autoadjunto, é suficiente mostrar que

(Ny,Xy) = (Xu, Ny).
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Observe que N ¢ normal a 7,,S. Em particular, N é ortogonal aos vetores da base
{xu, %y}, isto &

(N,x,) =0, (N,x,)=0.

Derivando as equagoes acima com relagao a v e u, respectivamente, obtemos

0
(N, x4)) = (Ny, Xu) + (N, Xu) =0,
v
g((NX»—(N Xy ) + (N, Xpy) = 0
au )y ™ - uy “* y xvu/ T Y-
Assim,
<Nvaxu> = _<N7 Xuv>7
<Nu7XU> = _<N7 Xvu)-
Portanto, (N,,x,) = (N, X,) e dN,, é auto-adjunto. O

O fato de dN,, ser um operador linear auto-adjunto nos permite definir uma forma
bilinear simétrica
B:T,SxT,S — R
(va) — (de(v),w>
Por outro lado, a cada forma bilinear e simétrica em 7,5, podemos corresponder uma

forma quadratica () dada por

Q:7T,S — R
v — Q(v) = B(v,v) = (dN,(v),v).

Para obtermos uma interpretacao geométrica desta forma quadratica, precisaremos

de algumas defini¢goes. Por convengao usaremos a forma quadrética —(@).

2.3 Segunda Forma Fundamental

Definicao 2.13. A forma quadratica I1,, definida em 7,5 por I1,(v) = —(dN,(v),v), é

chamada a segunda forma fundamental de S em p.

Definicao 2.14. Seja C' uma curva regular parametrizada por comprimento de arco em
S passando por p € S, k a curvatura de C' em p, e cos§ = (n, N), onde n é o vetor normal

a C' e N éovetor normal a S em p. O namero k,, = k cos 6 é chamado a curvatura normal
de C C S em p. (Figura 2.4)
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Figura 2.4: Curvatura Normal.

AN

Fonte: CARMO (2014, p. 167).

Observe que k, é o comprimento da proje¢ao do vetor kn sobre o vetor normal &
superficie em p, com um sinal dado pela orientagao N de S em p. Além disso, a curvatura
normal de C' em p nao depende da orientacao de C, pois k e n nao se alteram quando
mudamos a orientagao de C', mas troca de sinal com uma mudanga de orientacao da
superficie, ou seja, a curvatura normal depende apenas da orientacao da superficie.

Para dar uma interpretacao da segunda forma fundamental I1,, considere uma
curva regular C' C S parametrizada por «(s), onde s é o comprimento de arco de C' com

a(0) = p. Se indicarmos N(s) a restri¢do do vetor normal N a curva a(s), teremos
(N(s),0/(s)) = 0.
Derivando em ambos os lados, obtemos
(N'(5),0'(5)) + (N(5),a"(s)) = 0 = (N'(s), 0'(s)) = =(N(s), 0" (s)).

Portanto,

= (N(0),a"(0))
= (N, kn)(p) = kn(p)- (2.1)

Na pentltima linha da equagao acima temos que I,(a/(0)) = (N(0),a’(0)), desta

forma, a segunda forma fundamental pode ser interpretada como uma medida do quanto
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a superficie se encurva na dire¢do de N no ponto p = «(0). Assim, se na superficie
da figura tomarmos a orientagdo N de S apontando para cima, temos que [1,(v) =

—(dN,v,v) > 0 para todo v € T,,S com |v| = 1, visto que todas as curvas que passam por
p se encurvam na direcao de N.

Figura 2.5: I1,(v) >0

Fonte: Elaborado pelo autor.

De forma anéloga na figura tomando a orientacao de N como sendo a que
aponta para cima, observamos que [[,(v) = —(dN,v,v) < 0 para todo v € T,S com

|v| = 1, visto que todas as curvas que passam por p se encurvam na diregao oposta de N.

Figura 2.6: I,(v) <0

Fonte: Elaborado pelo autor.

Por fim, na figura [2.7 novamente considerando a orientagdo N de S como a que
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aponta para cima, temos que [1,(v) = —(dN,v,v) < 0 para alguns vetores v € 7,5 com
|v| = 1 enquanto que [1,(v) = —(dN,v,v) > 0 para outros vetores v € 1,,S com |v| = 1,
visto que em algumas diregoes as curvas que passam por p se encurvam na dire¢ao de IV,

enquanto que em outras dire¢oes as curvas se encurvam na dire¢ao oposta.

Figura 2.7: I1,(v) > 0 para umas diregoes e 11,(v) < 0 para outras direcoes

Fonte: Elaborado pelo autor.

Observamos também na equacao [2.1] que o valor da segunda forma fundamental
I1,, em um vetor unitario v € T,S, é igual a curvatura normal de uma curva regular
passando por p e tangente a v.

Ainda como consequéncia de temos a seguinte proposicao.

Proposigao 2.15 (Meusnier). Todas as curvas de uma superficie S que tém, em um

ponto p € S, a mesma reta tangente tém, neste ponto, a mesma curvatura normal.

A proposi¢ao acima nos permite falar em curvatura normal ao longo de uma dada
direcao em p. Dado um vetor unitario v € 7,5 a interse¢ao de S com o plano contendo v
e N(p) é chamada se¢do normal de S em p segundo v (Figura . Em uma vizinhancga
de p, uma se¢ao normal de S em p é a curva regular plana em S, cujo vetor normal n
em p & £N(p) ou zero. Assim, a curvatura da se¢ao normal é igual a |k,| segundo v em
p. Com isso, o valor absoluto da curvatura normal em p de uma curva a(s) é igual a

curvatura da se¢ao normal de S em p, segundo o/(0).
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Figura 2.8: Curvatura da se¢ao normal, Meusnier.

segdo normal em p ao
longo de v

Fonte: CARMO (2014, p. 168).

Exemplo 2.16. Em um plano, todas as se¢oes normais sao retas. Logo, as curvaturas
normais sao nulas e a segunda forma fundamental é identicamente nula em todos os

pontos.

Exemplo 2.17. Na esfera unitaria S? com N = (—x, —y, —z) como orientacdo, as se¢oes
normais passando por um ponto p € S? sao circulos de raio 1 (Figura . Assim, todas
as curvaturas normais sdo iguais a 1 e a segunda forma fundamental ¢ II,(v) = 1 para
todo p € 5% e todo v € T,5% com |v| = 1.

Figura 2.9: Secoes normais sobre S2.

D

Fonte: Lira (2022).

O teorema abaixo nao serda demonstrado neste trabalho, mas o leitor podera en-
contrar a demonstracao em CARMO (2014), p. 258.

Teorema 2.18. Seja A : V. — V uma aplica¢ao linear auto-adjunta. Entao eziste
uma base ortonormal {e1,es} de V tais que A(er) = Mey, Ales) = daeq (isto €, e e
ey sao autovetores, e A1, Ay sao autovalores de A). Na base {ey,e2}, a matriz de A é
diagonal e os elementos Ay e Ay, com Ay > Ao, da diagonal sao o mdrimo e o minimo,

respectivamente, da forma quadrdtica Q(v) = (A(v),v) sobre o circulo unitdrio de V.

Como dN,, é um operador autoadjunto, podemos utilizar o teorema acima para

concluir que existe uma base ortonormal de autovetores associados aos autovalores de
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dN, tal que os autovalores A\; e Ay de dN, sao o maximo e minimo da forma quadratica

Q(v) = (dNp(v),v) sobre o circulo unitario de 7,,S. Com isso, escrevendo k; = —A; e
ko = — Mg, observamos que k; e ks sao o minimo e o maximo, respectivamente, da segunda
forma fundamental 11, = —() restrita ao circulo unitario de 7},S.

Definigao 2.19. O minimo da curvatura normal k; e o maximo da curvatura normal
ko sao chamados curvaturas principais em p; as direcoes correspondentes, dadas pelos

autovetores de dN,, sao chamadas dire¢oes principais em p.

Agora definiremos a curvatura Gaussiana e a curvatura Média de uma superficie

regular.

Definicao 2.20. Seja p € S e seja dN, : 1,5 — T,S a diferencial da aplicagao de Gauss.
O determinante de dN,, é chamado a curvatura Gaussiana K de S em p. O negativo da
metade do traco de dN, é chamado a curvatura média de S em p. Em termos de k; e ko,

podemos escrever
1
K:klkg, H: §<k1+k2)

Definicao 2.21. Um ponto de uma superficie S é chamado
1. Eliptico, se K > 0 (k1 e ko possuem o mesmo sinal);
2. Hiperbolico, se K < 0 (k; e ko possuem sinais opostos);
3. Parabolico, se K =0 e H # 0 (exatamente uma das curvaturas principais é nula);
4. Planar, se K =0 e H = 0 (as curvaturas principais sdo nulas).

Como a curvatura Gaussiana é o produto de duas curvaturas (de curvas planas)
associadas a direcoes de T},5 tais que uma delas ¢ a diregao onde a curvatura da secao
normal é maxima e a outra onde a curvatura da se¢ao normal é minima, se p é um ponto
eliptico ou parabolico, a superficie se encontra ou acima ou abaixo de 7},5 numa vizinhanca
de p. Se p for hiperbdlico existem pontos de S acima e abaixo de 7,5 numa vizinhanga
de p. Além disso, olhando para os sinais das curvaturas principais, na vizinhanga de um

ponto eliptico e de um ponto hiperbélico, a superficie parece com uma das formas a seguir:

Vizinhanga de um ponto elipitico Vizinhanga de um ponto hiperbdlico

Fonte: Autoria proépria.
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2.4 A Aplicacao de Gauss em Coordenadas Locais

Nesta se¢ao, obteremos as expressoes da segunda forma fundamental e da diferen-
cial da aplicacao de Gauss, em um sistema de coordenadas locais. Seja S uma superficie
regular orientével tal que todas as parametrizacoes x : U C R? — S sao compativeis

com a orientagao N de S, isto é, em x(U)

_ Xy N\ Xy
X0 A Xy

Seja x(u,v) uma parametrizagdo em um ponto p € S de uma superficie, e seja a(t) =
x(u(t),v(t)) uma curva parametrizada em S, com «(0) = p. Para simplificar a notagao,
convencionaremos que todas as fungoes que aparecem abaixo indicam seus valores no

ponto p. O vetor tangente a a(t) em p é o = x,u’ + x,0" e

dN,(a/) = N'(u(t),v(t)) = Nyu' + N’ (2.2)
Como (N, N) = 1, derivando com relac¢ao a u, obtemos

(Ny, N) +(N,N,) = 0= 2(N,,N) =0.

Logo, N, € T,5S. De forma analoga, concluimos que N, € 7,S. Com isso, podemos
escrever

Ny = anxy + anXy, Ny = a12X, + a22X,. (2.3)

Portanto, substituindo as equagoes de (2.2)) em (2.3, obtemos

dN,(o') = (anxy, + anx,)u’ + (a12X, + a29x,)0’

= (anu + apv")x, + (a1t + agnv')x,.

u a;; Qs u
(% Q21 Q22 v

Isto mostra que na base {x,,x,}, dN ¢ dada pela matriz (a;;), com i,j = 1,2. Note

Em forma matricial,

que a matriz acima nao é necessariamente simétrica, a menos que {x,,x,} seja uma base

ortonormal. Escrevendo a expressdo da segunda forma fundamental na base {x,,x,}
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obtemos
IT(a') = —(dN(d),d)
—(Nyu' + NV, x,u" + x,0")
— (N, xu') — (Nyu', x,0") — (N, xu") — (N, x,0")
= —(u)*(Ny,x,) — 20"V (N, x,) — (V)*(N,, x,)
= e(u)’ +2fu'v +g(v')?,
onde,
_<Nuaxu>7
f: _<Nu7xv>a
g:_<Nva>-
Como (N, x,) = (N,x,) = 0, temos que
e = —(Ny,Xu) = (N, Xuu)
f = _<Nvaxu> = <N7Xuv>:<N7Xvu>:_<wav>
g = —(Npxy,) = (N, Xp).

Vamos agora obter os valores de a;; em temos dos coeficientes e, f, g. A partir das equagoes

(2.3) temos

—e = (Ny,Xy) (anXy + 421Xy, Xy) = a11(Xu, Xy) + 021Xy, Xy) = anF +an k),
—f = (Ny,Xy) (a19%y + a29Xy, Xy) = @12(Xu, Xy) + 22Xy, Xy) = a12F + aF,
—f = (Nu,;xp) (a1Xy + anXy, Xy) = an(Xu, Xo) +a21(X0, X)) = anF + anG,
—g = (NyXy) = (012Xy + 029Xy, X)) = a12(Xy, Xp) + 022(Xy, X)) = a12F + anG,

onde E, F e G s@o os coeficientes da primeira forma fundamental na base {x,,x,}. As

relacoes acima podem ser expressas em forma matricial por,

_ € f _ air Q19 EF F
f g a1 Qg F G’

ou ainda,

onde
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Assim, as expressoes para os coeficientes (a;;) da matriz de dN na base {x,,x,} sdo dados

por
_ fF—eG
e Ve
gF — fG
al = ————
12 EG _ F27
P 1B (2.4)
fF—gE

2 = pG_Fr
Convém mencionar que as equagoes sao conhecidas como as equagoes de Weingarten.
A partir delas, obtemos novas expressoes para a curvatura Gaussiana e a curvatura média,
dadas pelo determinante de (a;;) e pelo negativo da metade do tragos, respectivamente.

Portanto

eqg — f2 leG —2fF +gE
k=det(q;) = 24— g_2
etay) = Fa " 2 EG_ F?

Exemplo 2.22. Vamos calcular a curvatura Gaussiana do catenoide, coberto pela para-

metrizacao
x(u,v) = (acoshvcosu,acoshvsenu,av), 0<u<2m, —o00<uv<o00.

Para o célculo dos coeficientes e, f, g, sera necessario primeiramente o calculo de

N, além de X, Xy € Xy Com efeito, obtemos

x, = (—acoshvsenu,acoshwvcosu,0),
x, = (asenhwvcosu,asenhvsenu,a),
Xy = (—acoshvcosu,—acoshvsenu,0),
Xy = (—asenhvsenu,asenhwvcosu,0),
Xy = (acoshvcosu,acoshvsenu,0).

Com isso, temos
E = (x4,%,) = a®cosh®v

b
Il

(Xy, Xy) =0

G = (x,,X,) = a’cosh’v.
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Além disso, temos que

e = (Noxw) = <& > .

|Xu A Xu| y Xuu

fo= (Vxw) = <u > _ 0

|Xu A X’u| y Xuw

U /\ v
g = <N7 X'l)’U> = < * x Xvu> = a.

%0 A Xy
Concluimos que a curvatura Gaussiana e média sao dadas respectivamente por

1

- H=0.
a? cosh* v

K =

Figura 2.10: O catenoide.

zZ

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Capitulo 3

Isometrias e o Teorema Egregium de

(Gauss

3.1 Isometrias

Veremos neste capitulo que algumas propriedades locais importantes de uma su-
perficie podem ser expressas apenas em termos da primeira forma fundamental. O estudo

de tais propriedades é chamado o estudo da geometria intrinseca das superficies.

Definicao 3.1. A aplicacio ¢ : S — S ¢ uma isometria se ¢ é um difeomorfismo e para

todo p € S e todos os pares wy,ws € T),5, temos

(w1, wa)p, = (dpp(wr), ddy(w2)) p(p)-

Quando existe uma isometria ¢ : S — 5, dizemos entao que as superficies S e S sao

1sométricas.

Observe que um difeomorfismo ¢ é uma isometria se a diferencial d¢ preserva o

produto interno. Se ¢ é uma isometria, segue que

I, (w) = (w,w), = <d¢p<w)ad¢p(w)>¢(p) = I¢(p)(d¢p(w))v

para todo w € 7,95, isto é, ¢ preserva a primeira forma fundamental. Reciprocamente,
se um difeomorfismo ¢ preserva a primeira forma fundamental, entao para todos os pares

wy,wy € 1,5, temos

I (wy 4 we) = (w1 + wa, w1 + wa)y
= (w1, w1)p + (W1, w2)p + (W2, w1)p + (W2, wa)y

= I,(wy) + 2(wy, wa), + I,(ws).
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Logo,

2(wy, wa)p = (w1 + wa) — I (wy) — I(ws)
= Loy (dop(wr + w2)) — Lo() (ddp(w1)) — L) (dedp(w2))
= (ddp(w1 + wa), dop(w1 + w2))(p)
— (depp(w1), dop(w1))s(p) — (ddp(w2), dp(w2)) ()
= 2{(d¢p(w1), dgp(w2))o(p)-

Portanto, ¢ é uma isometria.

Definicao 3.2. Uma aplicacdo ¢ : V — S de uma vizinhanca V de p € S é uma
isometria local em p se existe uma vizinhanca V de ¢(p) € S tal que ¢ : V. — V ¢
uma isometria. Se existir uma isometria local em S para todo ponto p € S, diz-se que a
superficie S ¢ localmente isométrica a S. Além disso, dizemos que S e S sdo localmente

isométricas se S ¢é localmente isométrica a S e S é localmente isométrica a S.

Se ¢ : S — S ¢ um difeomorfismo e uma isometria local para todo p € S, entdo
¢ é uma isometria (globalmente). Por outro lado, pode acontecer que duas superficies
sejam localmente isométricas mas nao sejam globalmente isométricas, como no exemplo

a seguir.

Exemplo 3.3. Considere o cilindro reto com parametrizacao X : U — R3 dada por

X(0,z) = (cosf, senb,z),
U = {(0,2) eR*} 0<6<2mr, —oo<z<o0},

e o plano P C R3 passando por py = (Zo,¥o,20) € contendo os vetores ortonormais

wy = (ay, as, asz), wy = (b, be, bg) com parametrizagdo dada por
x(u,v) = pp + uw; + vwa, (u,v) € R

Seja p = xox ! : %X(U) — x(U). Vamos mostrar que ¢ é uma isometria local.

Com efeito, seja w um vetor tangente ao cilindro reto em um ponto p € X(U) e uma
curva a(t) = (u(t),v(t)) em U C R% Observe que w € T,(X(U)), logo w é vetor tangente
a curva X(u(t),v(t)). Portanto, podemos escrever w como uma combinagao linear da base

associada a parametriza¢do X(u,v), ou seja,
= !/ = !/
W = X, U + X,V

Como dy,(w) é o vetor tangente a curva p(X(u(t),v(t))) = x(u(t),v(t)), entdo podemos
escrever dy,(w) como

dop(w) = xu’ + x,0".
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Calculando os coeficientes da primeira forma fundamental da parametrizagao dada para

o cilindro temos

= (Xg,%Xg) = ((—senb,cos6,0),(—senb,cosf,0)) = sen?d + cos? 0 = 1,
(Xg,%X.) = ((—sen#b,cosb,0),(0,0,1)) =0,
= <iz7>_(2> <(O7 0, 1)7 (0’ 0, 1)> = ”(07 0, 1)”2 =1

QN I
I

Seguimos entao para o célculo dos coeficientes da primeira forma fundamental da para-

metrizagao dada para o plano, obtendo

E = <Xu:Xu> = <w17w1> = Hw1H2 = 17
F = (x4,%,) = (wy,wg) =0,
G = (X, Xy) = (W, wy) = [Jwp® = 1.

Como E = E,F =F,G =G, temos que
L(w) = E(W)* + 2Fuv' + G(V')? = E(/)? + 2Fu'v' + G(V')* = Ly (dpp(w)).

Portanto, o cilindro é localmente isométrico ao plano (Figura [3.1)). A isometria

global nao ocorre devido ao fato de nao existir um homeomorfismo entre plano e cilindro.

Figura 3.1: Isometria local entre o cilindro e o plano.

Y

Fonte: Elaborado pelo autor.

Vamos generalizar o argumento dado no exemplo anterior para obter um critério
de isometria local em termos de coordenadas locais.

Neste exemplo, temos que o cilindro é simplesmente desarqueado (tirado a forma
de arco), tendo tal superficie somente modificado a sua relagdo com o espago ambiente
R3. Este fato é descrito pelo seguinte: a primeira forma fundamental nao foi alterada,

mas a segunda forma foi alterada.

Como as defini¢coes de ponto eliptico e de ponto hiperbdlico s6 dependem da cur-

vatura de Gauss, uma isometria transforma pontos elipticos em pontos elipticos e pontos
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hiperbdlicos em pontos hiperbélicos. O mesmo nao acontece com os pontos planares e
parabdlicos. com efeito, as nogoes de ponto planar e ponto paraboélico nao sao invariantes
por isometria: dependem nao s6 da primeira forma fundamental da superficie, mas tam-
bém da segunda forma fundamental. Por exemplo, o exemplo acima transforma pontos

parabolicos em pontos planares.

Proposicao 3.4. Suponha a existéncia de parametrizaces x : U — S e X : U — S tais
que E = E,F = F,G = G em U. Entio a aplicagio ¢ : Rox 1 : x(U) = S ¢ uma

1sometria local.

Demonstragao. Seja p € x(U) e w € T,S. Entao w é tangente a uma curva x(«(t)) em
t =0, onde «(t) = (u(t),v(t)) é uma curva em U. Assim, w pode ser escrito, em ¢t = 0,
como

/ /
W = XU + X,V

Por definigao, o vetor dy,(w) é o vetor tangente a curva pox(a(t)) = Xox 'ox(a(t)) =
x(a(t)) em t = 0 (Figura[3.2). Portanto,

dop(w) = X' + X0

Figura 3.2: Diagrama da aplicagao .

Xol

¢ =Xox!

e

Fonte: CARMO (2014, p. 264).

Como
I,(w) = E)?+2Fuv + G(v')?,
L) (dpp(w)) = E(u')? +2Fu'v' + G(v')?,
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e por hipétese temos E = E,F' = F,G = G, concluimos que I,(w) = I, (dg,(w)) para
todo p € x(U) e todo w € T,S. Logo, ¢ ¢ um isometria local. O

Exemplo 3.5. A superficie de revolucao obtida pela rotacao da catenaria que é dada por
r=acoshv, z=av, —oc0o<v <00,
¢ chamada de catenoide (Figura e tem a seguinte parametrizacao

x(u,v) = (acoshvcosu,acoshvsenu,av), 0<u<2m, —00<v<o00.

Figura 3.3: O catenoide.

Z

Fonte: Elaborado pelo autor.
Os coeficientes da primeira forma fundamental do catenoide sao
FE =d?cosh’v, F =0, G=ad®>+ senh?v = a®cosh?wv.
Uma parametrizacao para o helicoide é dada por
X(u,v) = (vcosu,vsent,an), 0<u<2m, —00<V< 0.

Para mostrar que o catenoide é localmente isométrico ao helicoide, basta provar que os
coeficientes da primeira forma fundamental de alguma parametrizacgao do helicoide e do

catenoide sao iguais. Portanto, considere a mudanca de parametros
uw=u, v=asenhv, 0<u<2m, —00<v<O00,
obtendo a nova parametrizagao do helicoide dada por

X(u,v) = (asenhwvcosu,asenhvsenu,au), 0<u<2mw, —o00<v< 00,



Capitulo 3. Isometrias e o Teorema Egregium de Gauss 54

que ¢é diferenciavel e um homeomorfismo. Além disso, o determinante jacobiano

ou Ou
’8(@,@) = du v _ |1 0 = acoshwv
O(u,v) ov  0v 0 acoshv ’
ou v

nunca se anula. Por fim, calculando os coeficientes da primeira forma fundamental da

parametriza¢ao X(u,v) do helicoide obtemos

E =da?cosh®>v, F =0, G=a%cosh’v.

Logo, pela Proposicao [3.4] o catenoide é localmente isométrico ao helicoide.

Essa isometria local é menos 6bvia do que a que acontece entre o cilindro e o plano.
Aqui mostramos que um catenoide é localmente isométrico a um helicoide: a isometria
manda um catenoide em "uma volta"do helicoide. A consequéncia desta isometria é que é
possivel "cortar"o catenoide em uma geratriz e executar uma deformacao transformando-
o em uma parte do helicoide sem modificar as distancias de dois pontos fixos quaisquer.
Um outro fato interessante é que o catenoide é localmente isométrico a superficie obtida
em cada fase desta deformagao, visto que os comprimentos, consequentemente a primeira

forma é sempre preservada.

3.2 O Teorema egregium de Gauss e as Equacoes de

Compatibilidade

Neste capitulo, vamos associar a cada ponto da superficie um triedro {x,,x,, N}
e estudaremos as derivadas desses vetores. Iremos denotar por S uma superficie regular
orientavel e orientada.

Seja x : U € R? — S uma parametrizacio na orientacio de S. E possivel associar
a cada ponto de x(U) um triedro natural dado pelos vetores x,,x, e N. Expressando as

derivadas dos vetores x,,x, ¢ N na base {x,,x,, N}, obtemos

Ny = anxy + aaXy,
Ny, = apxX, + anX,,
Xyu = thu + F%lxv + L1 N,
X = Ihx,+T2,x, + LaN,
I x, + %%, + LyN,
Xy = I[aoXy +3y%, + L3N,

(3.1)

>

<

S
I
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onde os a;; com 7, j = 1,2 sao dados por
fF —eG gF — fG el — fE fF—gFE (3.2)
] = ————, A9 ="—"—, Gy = ———, Uy = """ :
W= Lo MT oo YT po_p 2T pa_ g

e os outros coeficientes devem ser determinados. Os coeficientes Ff’], 1,7, k=

mados de simbolos de Christoffel de S na parametrizagao x. Como x,, =

1 _ 11 2
que ', =175, e I'fy

1,2, sao cha-

= X,u, concluimos

= TI'%,, isto ¢, os sfmbolos de Christoffel sao simétricos com relagao aos

indices inferiores. Tomando o produto interno das relagoes anteriores de X, Xuvs Xous Xoo

com N, obtemos

e = (N,Xu) = (N, T1;x, + 1%, + LiN)
f = (N, xu) = (N, T'x, + Tipx, + LoN
f={(N,xp) = (N,I}x, + 3%, + LyN
9= (N, Xp) = (N, Tapx, + 5%, + LN

r

r

2

(N
o(N, x

(
12
Iy (N, x
22

7Xu

(7

N,x,

)+
)+
)+
)+

[ (N, x,) + Li(N,N) = Ly,
[(N,x,) + Lo(N, N) = Lo,
[31(N, %) + Lo{N, N) = Ly,
D35(N, %) + Ls(N, N) = Ls,

onde e, f, g sao os coeficientes da segunda forma fundamental de S. Note que

Com isso,

<qu7 Xu>

Logo,

B =

E,
PLE+THE = ",

= (I ;% +T3,x, + LN, x,)

= Fi1<XU> Xy) + F%l (Xy, Xu)

(Xu, Xu) = Ey = 2(Xyu, Xu)-

Procedendo de forma analoga para determinar os simbolos de Christoffel, tomando o

produto interno das expressoes de Xy, Xuy, Xpu, Xow €m (3.1) com x, e x,,, obtemos

(

'LE+T%F

'LF+1%G

(
ILE+T34F

| TP +ThG

ILE+T3F

rLF+T3,G
\

<qu7 Xu>

<qu7 Xv>

<Xuva Xu>

<Xuv7 Xv>

<X1w> Xu>

<va7 Xv>

Eu
2’ (3.3)
Fu - &7
2
E,
2 Y
3.4
G, (3.4)
2 )
Fv - %7
c. (3.5)
5 .

Observe que as equacoes acima foram agrupadas em trés pares de equagoes e que
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para cada par, o determinante do sistema é EG — F? # 0. Logo, é possivel resolver o
sistema acima e calcular os simbolos de Christoffel em termos dos coeficientes da primeira
forma fundamental e de suas derivadas. Nao vamos obter expressoes explicitas para os
Tk,
Um fato importante que segue da solucao do sistema acima, é que todos os conceitos e

j& que é mais simples trabalharmos com o sistema acima em cada caso particular.

propriedades geométricas expressas em termos dos simbolos de Christoffel sao invariantes

por isometrias.

Exemplo 3.6. Vamos calcular os simbolos de Christoffel para uma superficie de revolucao
(Exemplo [1.26)) parametrizada por

x(u,v) = (f(v)cosu, f(v)senu, g(v)), f(v) >0,

do conjunto aberto U = {(u,v) € R%0 < u < 2m,a < v < b} em S. Como

temos que
E, = 0,
E, = 2f(v).f'(v),
F, =0,
F, =0,
G, = 0

Gy = 2(f'(v).f"(v) + ¢'(v).9"(v)).

Substituindo os valores acima no primeiro par de equagoes em (3.3)), temos

f)f'(v)

b =0 = e )

fazendo o mesmo em (3.4)), obtemos

ry, = I

e por fim, em (3.5]), concluimos que

1)) + ¢ (0)g"(v)

P =0 T = o ()2

Observe que as expressoes das derivadas de x,,x, e N na base {x,,x,, N} depen-

dem apenas do conhecimento dos coeficientes das primeira e segunda formas fundamentais
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de S. Uma maneira de obter relagoes entre estes coeficientes é considerar as expressoes

(qu)v - (Xuv)u = 07
(va)u - (Xvu)v = 0, (36)
Nuv - Nvu =

Substituindo os valores de (3.1) nas equagbes acima, podemos reescrevé-las na

forma
Alxu + ley + ClN = 07

AQXU + BQXU + CQN = 0,
AgXu + BgXU + CgN = 0,

onde A;, B;,C;,1 = 1,2, 3, sao fungoes de E, F, G, e, f, g e suas derivadas. Como os vetores
X., X, € N sao linearmente independentes, temos que A; = B; = C; =0,i =1,2,3, o que
nos da nove relagoes. Utilizando as expressoes de (3.1)), a relacdo (Xuu)y — (Xuw)u = 0,

pode ser escrita como

(qu)v - (Xuv>u = 0
= (Thx,+T%x, +eN), — (Tiyx, + 2%, + fN), = 0,

com isso, temos que

I'hXue + T3 Xy + €Ny + (T Xy + (T3) Xy + e, N =

1 2 1 2 (37)
[ oXuu + ToXpu + [Ny + (Fm)uxu + (Flz)uxv + fulV.

Utilizando as equagdes (3.1) novamente na equagéao (3.7), obtemos

T (TigXy + Ty + fN) + T3 (Fg)u + T5e%, + gN)+
e(ajxy, + agxy) + (Th)uXy + (T%)) X, + €, N =
Tlo(Tixy + THx, + eN) + T3, (DX, + Tox, + fN)+
flannxy, + anxy) + (Th)uxy + (I%) %y + foN.

(3.8)

Que podemos reescrever na forma

[(Fhfh + F%F%Q +eap + (Ph)v) - (F%QF% + 1?211%2 + fan + (Fb)u)] Xyt
(P18, + T3 T5, + eags + (7)) — (Plol%) + T3l + fao + (Ty)u) ] Xt
[(CLf+T2g+e,) — (The+T5f+ £,)]N=0 (3.9)

Assim, obtemos uma combinacao linear de x,,x,, e N dando zero, e consequente-

mente os coeficiente de x,,x, € N sdo nulos. Olhando para o coeficiente de x,, (B; = 0)
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temos
F%IFiQ + F%1F§2 + eaz + (Ffl)v = Fbrfl + F%zrfz + fag + (F%Q)u (3‘10)

Introduzindo os valores de as; e agy dados em ([2.4]), obtemos

(F%)u - (F%I)v + Fbri + F%QF%Q - I’h[’% - F%F%Q = eax — fan

B fF —gE el'— fE
(EG——F> ﬂ”(m)
B efF —efF —eglk + f*E
_< EG — F? >

_ eg — f*
=k <EG— F2>

= —EK. (3.11)

Convém neste momento interromper nossos calculos para chamar a atengao para

o fato de que a equagao acima prova o seguinte teorema.

Teorema 3.7 (Teorema Egregium de Gauss). A curvatura Gaussiana K de uma super-

ficie € invariante por isometria locais.

Demonstragao. De fato, se x : U C R? — S é uma parametrizacio de S em p e se
¢ :V Cc S — S onde V C x(U) é uma vizinhanca de p, é isometria local em p,
entdo y = ¢ o x é uma parametrizacdo de S em ¢(p). Como ¢ é uma isometria, os
coeficientes da primeira forma fundamental nas parametrizacoes x e y coincidem em
pontos correspondentes ¢ e ¢(q),q € V e, consequentemente, os simbolos de Christoffel
correspondentes também coincidem. Observe que em (|3.11)) expressamos K em um ponto
como funcao dos simbolos de Christoffel em uma parametrizagao dada no ponto. Segue-se
que K(q) = K(¢(q)), Vg e V. O

A expressao acima que produz o valor da curvatura K em termos dos coeficientes
da primeira forma fundamental e de suas derivadas, é conhecida como féormula de Gauss.
O teorema de Gauss é considerado um dos fatos mais importantes da geometria diferencial.

Como demonstrado no Exemplo [3.5 o catenoide é localmente isométrico ao heli-
coide. Segue do teorema de Gauss que as curvaturas Gaussianas sao iguais em pontos
correspondentes pela isometria. Em outras palavras, isso nos mostra que o conceito de
curvatura Gaussiana, cuja defini¢ao utiliza de maneira essencial a posicao da superficie
no espago, nao depende desta posicao mas apenas da estrutura métrica da superficie, isto

é, da primeira forma fundamental.
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Procurando por mais alguns resultados geométricos, utilizando a equacao (3.9) e

olhando para o coeficiente de x,, vemos que a relacao A; = 0 pode ser escrita como

P%lrb + F%F%Q +eag + (Fh)v = I’bfh + F%QF% + fay + (Fb)u
= (Py)u — (P1y)0 + Mgy — 5159 = €earn — fan (3.12)

Introduzindo os valores de aj; e a12 dados em (2.4]), obtemos

(Fb)u - (F%l)v + F%2F%1 - F%IF%2 = eajp — fan
gF — fG _y fF —eG
“\EG - F? EG — F?
= FK.

Por fim, repetindo o mesmo procedimento e, desta vez, olhando o coeficiente de N em

(13.9), vemos que a relacao C'; = 0 pode ser escrita como

T+l +ew = eI+ fTh + fu

(3.14)
- o — fu = er#—f(F%z—Fh) _gF%r

Considerando a segunda expressao de (3.6)), podemos reescrevé-la como

(Xv'v)u - (Xvu)v = 0
— ([lxy + 3%, + gN), — (Tlx, + T3, + fN), = 0.

Segue que,

F%zxuu + F%2Xvu + 9Ny + (Fé2>uxu + (F%Z)uxv + 9N =

. 5 . ) (3.15)
051X + 151 X0w + [Ny + (T5)oXu + ([5)) Xy + foN.

Utilizando as equagdes (3.1) novamente na equagao (3.15)), obtemos

Lo (ThiXy + TTx, + eN) 4+ Thy (T %y + T3x, + fN)+
g(anx, + anxy,) + (Toe)uXu + (Toe)uXy + gulN =

U5 (T5i%y +T%,%, + [N) 4+ T3, (Dapx, + T3%, + gN)+
flar9xy + azex,) + (F31)oxy + (I3)0X0 + fulN.

(3.16)

Que podemos reescrever como

[(T3o1y + Tool5y + gary + (Dag)u) — (T3, 09y + 15,050 + fara + (Tg))0) ] Xut
[(F%QF%I + F52F32 + gas + (F%Q)U) - (Félrgl + F31F32 + fagx + (Fgl)v)” Xyt
[(Thoe +Taof +gu) — (Thf + T3 9+ f,)] N =0 (3.17)



Capitulo 3. Isometrias e o Teorema Egregium de Gauss 60

Como antes temos uma combinagao linear de vetores L.I. dando zero. Assim, os
coeficientes de x,,,x,, e N sao nulos. Olhando para o coeficiente de x, e igualando a zero

(By = 0), podemos escrever
D307 + D505 + gast + (Dgg)u = T3 03, + 15,050 + fass + (I5,),. (3.18)
Introduzindo os valores de ag; e agg obtidos em [2.4] obtemos
(Tho)u — (T3 )0 + T3ol%) + T3 — 3,15, — [y 15, = fas — gan
. fF —gFE el — fE
“I\EG—F2) I\EG_F

- (f2F—ng—egF+ng>
N EG — F?

_ (=1
B F<EG—FJ

= —FK. (3.19)

Utilizando a equagao (3.17) e igualando o coeficiente de x, a zero, vemos que a relagao

Ay = 0 pode ser escrita como

F%2F%1 + F52F%1 +gai + (Igz)u = F%lrél + F§1F%2 + faz + (F51)v
— (D))o — (Py)u + T3 0%y + 15,15 — 3,11 — T30 = gay — far

Introduzindo os valores de aq; e aj obtidos em [2.4] obtemos

(F;I)U - (F52)u + F%lrél + F%1F;2 - F%QFh - F%2F§1 = gan — faiz
fF—eG gF — fG
_g<EG—FJ_J(EG—FJ
_(FG—MF—@G+MF)
EG — F?

. eg — [*FE
B G<EG—FJ

= -GK. (3.20)

Repetindo o mesmo procedimento e, desta vez, igualando o coeficiente de N a 0 em [3.17]

(Cy = 0) podemos escrever

eféz—i—fF%Q—i—gu = fl_%l—i_grgl—i_fv

1 1 1 2 (3.21)
- Jo—9u = elgy+ f(I'y —T'5) —gl's).

Agora vamos observar o que acontece com a equagao terceira equagao em [3.6
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Temos que

Nuv = Nvu

- (all)vxu + a11Xyy + (a12)vxv + a91Xyy, = (a12)uxu + a12Xy,, + (a22)uxv + 22Xy,

e introduzindo os valores de X, Xy, Xuv, Xvu D& €Xpressao acima, obteremos uma
combinacao linear de x,, X, e N dando 0 e como sao L.I, obteremos as seguintes equagoes

A3 =0, B3 =0 e C3 = 0 respectivamente, dadas por

(a11)o + @11}y + anlyy — (a12)u — @12} — azel'}, =0, (3.22)
(a21>v + allF%Q + a’21F§2 - (a22)u - a21r%1 - a22F%2 = O, (323)
(an)f + (a21)g — (a12)e — (az) f =0 (3.24)

Substituindo os valores de a;;, encontrados na equagao , na equagao |3.22} ob-

fF —eG fF —eG el — fE
(EG—F2 po—r) et (ga—r) 2=
glF' - JG g’ — JG JF—gE
:(EG—F2)u+<EG—F2 P+ \po—pe)

Expandindo as derivadas temos

temos

(foF + fF, — e,G — eG,) (EG — F?) — (fF — ¢G) (EG — F?),

EG — F?
(guF+9Fu_qu_fGU)(EG_FQ)_(QF_fG><EG_F2)u+
EG — F?

gF — fG eG — gF el — fE
<EG—F2> L+ <EG—F2 M EG — F? Lo

Isolando as derivadas de (f, — e,) na equagao acima, obtemos

G (er_va_fFv) (fF_eG)(EG_FQ)v
(fu—9v) (EG_FZ): +

EG — F? EG — F?
(9uF +gF, — fG.)  (9F = fG) (EG - F?),
EG — F? EG — F?

gF — fG eG — gF el — fE
(e m) o (o) e ()
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Assim,

(er_va_fFv)+(fF_€G)(EG_F2>U

Jumen= G G (EG — F?)
+(guF+gFu—qu)_(gF—fG)(EG—FQ)u
G G (EG — F?)

gF — fG\ eG—gE\ eF—fEY\
* (EG - F2) bit\gepe) o \Ea=p )t
Colecionando os termos com e, f, g do lado direito e calculando as derivadas remanescentes,

obtemos

G, E,G+ EG,—2FF, 1  F
Ju—ey = (6— EC — 2 +F12_F22a) e+

F, F(E,G+ EG,—2FF, E,G+ EG, —2FF, E
( B : - T4+ T} ) /

_Gu
G

TG T GEG=FY) EG — F? 2G
F, E.G + EG, — 2FF F E foF g F
S _F= “ “ ML= —rL=)g-—= u”_

+(G ( G(EG —F?) ) nG 120)9 G a
G, BEG+EG,—2FF, _, | F
Agora, observe que el o 2 +1 — F225
C2MRF+T1%,G) (QG(%E +T2,F) +2E (I, F + F§QG))
B G EG — F?
2F (T3 E + I3, F + T, F + T12°G) ) L F
+( EG — F? HREEREYE
F (—2TLEG — 2T2,FG — 2TL, EF — 2T%, EQ)
— 2F%2— + 21—32 + 12 12 22 22
G EG — F?
(UL EF + 205, F2 + 20, F2 + 2T FG) 1 F
+ EG o F2 + 12 — 225
F EG(—2T%, — 2T')) — F2(—2T'}, — 2T'%)
= 1325 + 2Fg2 + 2 E2’2G _ 2 2 = + F%z
F (—2T'L, — 2T2)(EG — F?2)
= F%Qé + 2Fg2 + Fb + 2 EG2—2 2
F
= r525 + 203, + '}, — 2I'}, — 25,
F
=T},— —TI,. (3.25)
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Alem d F, N F(E,G+ EG,—2FF,)) G, N E.G+EG, —2FF, 4T E
ém disso, —— - -
e G(EG — F?) G EG — F2 H

225

_F 2G(T},E +T%,F) + 2E(T3, F + T24,G) — 2F (T3, E + T3,F + T'1,F + T'%L,G)
G EG — F?
QI F+2I%G)  (ThE+TLF +TLF +T%G) N E
G G 11 22G
N 2G(THE +T1%,F) 4+ 2E(T{,F + T4,G) — 2F (T}, F + T%,G + T'1,E + T4, F)
EG — F?
_F (T2, L) 12, ¢ ML, EF + 212, F? 2L, EF? 22, FE
G. ® v 12 EG — F? G(EG - F?)  EG — F?
G(EG — F?2) EG — F? G
N 2L EG + 212 FG + 2ITLEF + 2T, EG — 2T F? — 2I'3 FG — 2T, EF — 212, F?
EG — F?
21, + 2172 21, + 2172 F F
= EG (—Elét Ff) — F? (—Elét Fzm) — sza — 3r}2a —3rl, - T4
2EFG 253
- oty &
T Ee—mct 2t T gEa
2F F F
= 2@%1 + F%2) + H(Fiz + F%z) - nga 125
\FF

F
325 2g = E(ng —Iqy) + T4 — T, (3.26)

- 2F%2 - Fil

(T3, +Tly)

— 30, —= — 3}, — T}

=T —Th + 155 - T

F, F(E,G+EG,—2FF,) F E
Por fim, temos que el GUEG — F7) + I’ha — Fb@

 ILWF+ TG+ TLE+TLF

B G

P 2GTLE+THF) +2B(TL,F +TL,G) = 2F(0L F + TG + TR E+TH,F)
G EG — F?

@Q

1 B
1lG

 E

- F125

+T

S

(—oT', FE — 2T2,F?)  oTLEF®  2T2,EF
= (20 +T3,) + 17, + - -
EG — F? G(EG — F?)  EG — I
oT!, F3 972, 2 oTl, EF? oT2, 3

G(EG—F?)  EG-F?  G(EG—F?) ' G(EG - F?)

2F 2EFG
S| o NS s
GEG =t )~ el
 —2F(EG — F?) F F
 G(EG - F?) g k@

F

— T2, -T2, 3.27

11 12G ( )

Q

F
P+ T0) +T0 + 5 (2T + 1)

(I}, +T5,) + T3 +2r +T
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Logo, realizando a distributividade e usando obtemos

F F
Ju—e,=e€ <F%25 - F%z) + f <5(P§2 - Fb) + P%l - F%z)
F F
+9 (F%I - F%25) - a(fu — Gu)

F F F
= —el'j, + The— + ngfa - F%Qfa + Iy f =T f + 95,

G
F F F F F
- agﬁz - 5@1%2 - afrgz + Efr%z + agré
= —el', + f(T'; —I5,) + gI' (3.28)

Assim, obtemos novamente a equagao
ey — fu= el + f(T], —T1)) — g% (3.29)

Agora, substituindo os valores de a;; encontrados em podemos escrever a equa-
¢ao [3.24] na forma

fF —eG el'— fE gF — fG fF —gE
(EG—F2)f+ (EG—FQ)Q - (EG—F2)6+ (EG-F?)f
— f?°F —eGf+eFg— fEg = gFe— fGe+ f°F —gEf
— 0 = 0.

E B3 = 0 (através de céalculos semelhantes aos feitos para Az = 0) nos dara novamente a
equacao . As equacgoes e sao chamadas equacoes de Mainardi-Codazzi.
A féormula de Gauss e as equagoes de Mainardi-Codazzi sao conhecidas como as equagoes
de compatibilidade da teoria das superficies.

Neste ponto, uma pergunta natural a ser feita é se existem outras relacoes de
compatibilidade entre a primeira e a segunda formas fundamentais, além das ja obtidas.
O teorema a seguir, que nao serd demonstrado neste trabalho, mostra que a resposta é
nao. Em outras palavras, por derivacoes sucessivas ou qualquer outro processo nao se
obtém novas relagoes entre os coeficientes E, F, G, e, f, g e suas derivadas. Em verdade,
o teorema é mais explicito e afirma que o conhecimento da primeira e segunda formas

fundamentais determina a superficie localmente.

Teorema 3.8 (Bonnet). Sejam E,F,G,e, f,g funcgoes diferencidveis definidas em um
conjunto aberto V.C R?, com E > 0, G > 0. Suponha que as funcoes satisfazem formal-
mente as equacoes de Gauss e Mainardi-Cadazzi e que EG — F? > 0. Entdo, para todo
q € V existe uma vizinhanga U C V de q e um difeomorfismo x : U — x(U) C R? tal

que a superficie reqular x(U) C R? tem e, f,g e E,F,G, como coeficientes da sequnda e
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primeira formas fundamentais, respectivamente. Além disso, se U for conexo e se
%:U —x(U) CR?,

€ um outro difeomorfismo satisfazendo as mesmas condi¢oes, entao existe uma translagcao

T e uma transformacgao ortogonal propria p em R3 tal que X =T o p o X.

3.3 Aplicacoes

A seguinte proposi¢ao, nos da através da formula de Gauss, uma expressao para
o célculo da curvatura em termos dos coeficientes da primeira forma fundamental e suas

derivadas.

Proposigao 3.9. Se x € uma parametrizacao ortogonal, isto €, F = 0, entdo a curvatura

Gaussiana € dada por

<=t (vea).* (Vra).y 5

Demonstracao. Para demonstrar a proposi¢ao acima, iremos utilizar a formula de Gauss
(13.11})
—KE = (T)y — (T%)y + Tipl'5y + T,07, — I3 0F, — T3S,

Como F' = 0, pelos sistemas de equagoes (3.3)),(3.4) e (3.5)), temos

E. » B . B

— — Gu 1 _ Gu
ﬁ? 1 — @7 12 — ﬁv

Tl = —u =
11 2G7 22 2E7

F%2 =

Substituindo as equacoes acima na féormula de Gauss, obtemos

_KE - G\ ([ _E N E, _E, +GuGu_EuGu_ _E, Gy
- \2G )/, 2G ), \2F 2G)  2G2G 2E2G 2G ) \2G

(G, E, E2 &2 EG. EG,
- (%)f (@) TABG TiG? T AEG T Ak
1
2

(GGW ~Gi CE,-EG, E G EG, EUGU)

a2 ez T9EG T3¢z T 2EG T ace

1 ) GE?® EG2 GE,G, EE,G,
= 5o (EGGW — BGy+ BEGE,, — BE,G, — =% + = = == 4 = )
(3.31)
Assim,
1
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Por outro lado, observe que

e\ (vaa), " (750).)

=~ TS5JEC EG + EG

Gu(E.G + EG,)
VEGG, —
WEG

B 1 {\/EGEW E2G + E,G,E  VEGGu, GuEuG+EG3}

oVEG| EG  2(EG): EG 2(EG)3

2VEG2(EG)?
1
— _Bﬁag@EGU%r+Gw)—EG3—EEL@—GEﬁ-GEJ%):Ki

]

Exemplo 3.10. Vamos mostrar que nenhuma vizinhanca de um ponto em uma esfera

pode ser aplicada isometricamente em um plano.

Sejam S? uma esfera e P um plano em R3. Suponha que exista uma vizinhanca
V de p € S? que possa ser aplicada isometricamente sobre P, isto é, existe uma isometria
$:V CS?— W C P,onde Ve W sido abertos contendo p e ®(p), respectivamente. Pelo

Teorema Egregium de Gauss, temos que:
K(p) = K(®(p)), ¥ peV, (3.33)

onde K e K sao as curvaturas gaussianas de S? e P, respectivamente. Por outro lado,
sabemos que K(p) = 1 e K(®(p)) = 0, o que é uma contradi¢io. Portanto, nenhuma

vizinhanga de um ponto da esfera pode ser aplicada isometricamente em um plano S.

Exemplo 3.11. Mostraremos que nao existe superficie S tal que £ = G = 1, F = 0,
e=1,g=—-1le f=0.
Suponha que existe x(u,v) talque E=G=1e F=0,e=1,g=—1, f =0. entdo,

K eg—f*

= b =L (3.34)
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Por outro lado, como x é ortogonal (F' = 0), entao:

=0, (3.35)

isto é, nao satisfaz a equacao de Gauss. Portanto, nao existe tal superficie.

Exemplo 3.12. Mostraremos que as superficies abaixo nao sao localmente isométricas

duas a duas:
(a) Esfera
(b) Cilindro

(c) Catenoide

(a) Uma parametrizacdo para a esfera é
x(u,v) = (senucosv, senusenv,cosu), 0<u<m, 0<v<2m

Temos que E =1, F =0 e G = senu?. Logo,

s () + ()
<

1 { 0 ) (QSenucosu) }
2senu senu ) senu "
1
=— (—2senu)
2senu
=1 (3.36)

(b) Uma parametrizagdo para o cilindro é
x(u,v) = (cosu, senu,v), 0<u<2m, veR?

Temos que £ =1, F =0e G = 1. Dali,

—0. (3.37)
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(c¢) Como ja visto, uma parametriza¢ao para o catenoide é
x(u,v) = (acoshvcosu,acoshvsenu,av), 0<u<2m, —00<uv<o00.

Logo, E = a®>cosh®?v, F =0, G = a®cosh®v. Além disso, vimos no exemplo que

1

K = EUCYSEXE
a? cosh™v

V(u,v).

Pelo Teorema Egregium de Gaus, temos que a curvatura gaussiana € invariante por isome-
tria local. Como as curvaturas da esfera, do cilindro e do catenoide sao diferentes, entao

essas superficies nao sao localmente isométricas duas a duas.
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Consideracoes Finais

Neste trabalho, fizemos um breve estudo sobre isometria e o teorema Egregium
de Gauss, além de obter as equacoes de compatibilidade. No capitulo 1 apresentamos a
definicao de superficie regular, algumas proposigoes e exemplos que garantem que con-
juntos como graficos de fungoes e imagem inversa de valores regulares, sao superficies
regulares além de uma categoria especial de superficies, as superficies de revolugao. Além
disso, definimos com a ajuda do teorema de mudanca de paradmetros, o que sao fungoes
e aplicagoes diferenciaveis entre superficies, a diferencial de uma aplicacao entre superfi-
cies e a primeira forma fundamental. No capitulo 2 fizemos uma breve abordagem sobre
orientagao de superficies e estudamos a aplicacao normal de Gauss, a segunda forma fun-
damental e definimos curvaturas Gaussiana e Média, exibindo as caracteristicas que uma
superficie deve ter numa vizinhang¢a de um ponto eliptico e de um ponto hiperbélico, além
da forma que a superficie deve ter na vizinhanca de um ponto em que a segunda forma
¢ estritamente positiva, e estritamente negativa para todo v de 7),S com |v| = 1, e da
vizinhanga de um ponto de uma superficie cuja segunda forma assume valores positivos e
negativos no disco unitario de 7,,5. Calculamos também os coeficientes da primeira e se-
gunda formas fundamentais e as curvaturas gaussiana e média em termos de coordenadas
locais.

No capitulo 3 fizemos um breve estudo dobre isometrias e demonstramos o teorema
Egregium de Gauss, obtendo a féormula de Gauss e as equagoes de Mainardi-Codazzi.
Obtivemos tais formulas através de um longo processo computacional. tais equacoes
sao chamadas equagoes de compatibilidade e tratam de condigoes de existéncia de uma
superficie regular em R3. além disso, enunciamos o teorema de Bonnet concluindo o
capitulo com algumas aplicacgoes.

Este trabalho é uma extensao do que foi apresentado em um minicurso oferecido
na XV-SEMAT da UFRPE intitulado "Um convite a geometria diferencial de superficies
em R3", onde falamos sobre a aplicacao normal de Gauss, a segunda forma fundamental e
as curvaturas Gaussiana e Média. Acreditamos que tal estudo serve como uma boa base

para futuros estudos na area de geometria diferencial, em uma futura poés graduagao.
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