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Resumo

O trabalho a seguir é um estudo de dominios de integridade que nao sao dominio de
fatoracao unica, entretanto sao dominios de Dedekind. Em outras palavras, os elementos
do conjunto nao possuem fatoracao tnicas, mas os seus ideais possuem. O principal
objetivo do trabalho é verificar que o anel dos inteiros quadraticos Z[y/—5] é um domfnio

de Dedekind mas nao é DFU.

Palavras-chave: DFU, ideais, aneis.

Abstract

The following work is a study on integral domains that are not UFD, but are Dedekind
Domains, in other words, the elements of the domain do not have unique factoration but
your ideals have it. The principal objective is proof that the quadratic ring Z[v/—5] is
Dedekind domains but not UFD.

Keywords: UFD, ideals, rings.
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Introducao

No final do século XIX o matematico alemao Richard Dedekind iniciou o estudo do
conjunto dos polinomios como uma estrutura algébrica. Dedekind introduziu a nomencla-
tura e o estudo dos ideais e dos modulos. Nesse sentido, tais estruturas serao definidas no
decorrer do trabalho, entretanto, vale aqui salientar que em nenhuma de suas anotagoes,
o autor utilizou a nomenclatura anel.

Em 1982, David Hilbert introduz a nomenclatura de anel que, em alemao, possui o signi-
ficado de associacao. Entretanto, segundo Harvey Couhn em seu livro Advanced number
theory, (1980) o real motivo de Hilbert ter escolhido o nome ”anel”para estas estruturas
decorreu de suas observacoes, onde ele percebeu que havia um efeito ciclico em poténcias
de determinados elementos.

A partir disso, definimos os anéis como estruturas algébricas que satisfazem seis proprie-
dades. Além disso, adicionando mais algumas propriedades nds teremos os dominios.
Durante os anos iniciais nas escolas, os alunos sao ensinados acerca da fatoracao dos
numeros inteiros. Mais a frente, durante os primeiros anos de graduagao, os alunos apren-
dem que esta fatoracao pode ser generalizada para outros dominios. Naturalmente, po-
demos nos indagar sobre a generalizacao da fatoracao, nao nos restringindo apenas a
elementos.

Neste sentido, o objetivo deste trabalho ¢é estudar sobre dominios que seus elementos nao
sao fatorados de maneira Uinicas, mas seus ideais sao, ou seja, os Dominios de Dedekind.
Para isso, construiremos toda argumentacao a partir do dominio Z[/=5. E fundamentado
metodologicamente através da pesquisa bibliografica de fontes secundarias. Assim como
apontado por Marconi e Lakatus, (1985), toda pesquisa implica em um levantamento
de dados de diversas fontes que servem como suporte para desenvolvimento dos temas
trabalhados, recolhendo informacoes prévias sobre eles. Nesse sentido, ainda segundo as

autoras, o modelo escolhido de documentagao indireta bibliografica se caracteriza por

viil



SUMARIO 1

tomar conhecimento das bibliografias relacionadas ao tema estudado, com objetivo de
analisar os materiais escritos e publicados que propiciam o exame do assunto sob novos

enfoques com conclusoes distintas das anteriores.



Capitulo 0

Conceitos prévios necessarios

Antes de falarmos propriamente do que estamos propondo, precisamos definir alguns
conceitos prévios e notacoes que serao utilizados ao decorrer deste trabalho. Para com-
preender o que serd apresentado, é necessario que o leitor tenha um conhecimento prévio
sobre resultados bésicos de teoria dos ntimeros.

A primeira estrutura que precisamos definir e sera utilizada ao longo de todo trabalho é

o Anel.

Defini¢ao 1. Um conjunto A munido de duas operagoes +, - (usualmente chamadas de

soma e produto) é dito um anel se para todo a,b,c € (A, +,-):
1. (a+b)+c=a+ (b+c);
2. a+b=b+a;
3. 304 € (A, +,) tal que a 4+ 0 = a;
4. Vae A3 (—a)e (A +,-)tal que a+ (—a) = 0;
5. (a-b)-c=a-(b-c);
6. a-(b+c)=a-b+a-q
7. (b+c)ra=b-a+c-b

Se o anel (A, +,-) satisfaz a propriedade adicional abaixo, diremos que (A, +,) é um

anel com identidade.

8 314 € (A, +,-) tal que 14 - a = a;
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Se o anel (A, +,-) satisfaz comutatividade do produto, diremos que (A, +,-) é um anel

comutativo.

As propriedades acima sao chamadas de Aziomas de Anel. Alguns textos da literatura
utilizam a notagao (A, +,-) para denotar o anel. Ao longo do trabalho, iremos utilizar
apenas anéis com soma e produto usuais, logo, ¢ a notacgao utilizada para anel serd apenas
do conjunto em questao. Ou seja, quando falarmos do anel A, estaremos nos referindo a
anel (A, +,-). Além disso, em determinados momentos, omitiremos o ”ponto” da operagao
do produto, utilizando apenas ab para se referir a a - b.

Durante o texto, o termo anel estara se referindo a um anel comutativo e com identi-
dade.

Naturalmente, apés definir uma estrutura algébrica, definimos também as suas subes-

truturas. A primeira subestrutura que iremos definir é o Subanel.

Definigao 2. Diremos que um subconjunto B C A é um subanel de A, se com as operagoes

de A, o subconjunto B satisfazer todas as propriedades de anel.

De maneira geral, é exaustivo verificar todas as 8 propriedades de anéis para um sub-
conjunto. A caracterizacao a seguir facilita identificar subanéis reduzindo a necessidade

de verificar todas axiomas a verificar 3 condigoes.

Teorema 1. Um subconjunto B C A € um subanel de A se para todo a,b € B as propri-

edades abairo sao satisfeitas:
1. 0, € A
2.a+be A

3. a-be A

Um caso especial de subanéis e que sera muito utilizado do inicio ao fim deste trabalho,

sao os ideais.

Definicao 3. Diremos que I C A é um ideal de A se as seguintes propriedades sao

satisfeitas para todor,s € I ea € A
1. 04 € A

2.r+s€A
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3.r-ac A

Considere A um anel. Dados a,b € A, diremos que alb (16-se a divide b) se b = ac,c €
A. Além disso, um elemento u € A é dito unidade de A se existe v € A tal que uv = 14

e 14 denota a identidade do anel.
Exemplo 1. Em 7Z as tnicas unidades sao 1 e —1.

Exemplo 2. Se K é um corpo, entdo as unidades do anel de polinomios Klz| sdo os

polinomios constantes nao nulos.

Exemplo 3. Em Z[v/2] C R o elemento 1 + /2 é uma unidade pois
(1+V2)(-1+V2) =1.

Além disso, Z[v/2] é um exemplo de anel com infinitas unidades.

Observacao:Dado u € A uma unidade com inversa v. Entao, para qualquer elemento
a € A temos que u(vb) = (uv)b = b. Em outras palavras, a unidade divide todos os
elementos de A.

Além disso, dizemos que um elemento a é associado a b se a = bu, onde u é uma unidade.

Consequentemente, a esta associado a b se, e somente se, b estd associado a a.

Definicao 4. Um elemento nao-nulo p € R é dito irredutivel se p é nao-unidade e os

unicos divisores de p sao os associados e as unidades de R.

Definicao 5. Um elemento nao-nulo p € R é dito primo se as seguintes condigoes sao
verdadeiras:
a) p é nao-unidade.

b) se plab, entdao pla ou p|b.
Definicao 6. Diremos que um polindmio p é monico se o coeficiente do termo de grau
lider é igual a 1.
Exemplo 4. p(z) =2*+1; q(t) =" + "' + "2 + ... + t sdo polindbmios monicos.
Definicao 7. Diremos que K é uma extensao do corpo F', se K é um subcorpo de F.

Em geral, utilizaremos a notacao K/F

n—uvezes
A\

Definicao 8. A caracteristica de um corpo é o nimero inteiro positivo n tal que T+14+1+.+1=

0.



Capitulo 1

Dominios

1.1 Dominio de Integridade

Definigao 9. Diremos que um conjunto A é um Dominio de Integridade se:

i) A é um anel;
i1) A é comutativo;
i) 314 € Atal que Vo € A, 142 = xly = x;

iv) Vz,y € A ndo-nulos, zy = 0 implica que x = 0 ou y = 0.

Teorema 2. Se p é um elemento nao-nulo e nao-unidade em um dominio de integridade

R, entao p € irredutivel se, e somente se, ocorre a sequinte implicacao:
se p=rs, entao r ou s € uma unidade.

Demonstracao. Se p é irredutivel, entao r é um divisor de p. Pela definicao, r é uma
unidade ou r é um associado de p. Se r é uma unidade, a proposicao segue. Se r é
associado, entao r = pv, logo, p = rs = pvs. Cancelando p, temos que 1 = vs. Entao, s é
uma unidade.

Para provar a volta, suponha que p tenha a implicacao citada. Seja ¢ um divisor qualquer
de p, chame p = cd. Pela hipdtese, ¢ ou d é uma unidade. Se d for uma unidade,
multiplique ambos os lados por d~!. Logo, ¢ = d~!. Logo, ou ¢ é uma unidade ou ¢ é um

associado de p. [ |

Definicao 10. Um dominio de integridade R é dito Dominio Euclidiano se existe uma
funcao ¢ de elementos nao-nulo de R em elementos inteiros nao-negativos com a seguinte

propriedade:
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i) Se a e b sao elementos nao-nulos de R, entdo §(a) < 6(ab)
i1) Se a,b € R e b # Og entao existem ¢, € R tal que
a=0bqg+re our=0goud(r)<dib).

Exemplo 5. Se F' é um corpo, entdo o dominio dos polinémios F[z] é um dominio com

a fungao 0(f(x)) = deg(f(x))
Exemplo 6. O anel dos inteiros Gaussianos, Z[i], com §(a + bi) = a* + b%.

Teorema 3. Seja R um Dominio Euclidiano e u um elemento nao-nulo. As sequintes

condigoes sao equivalentes:

i) u € uma unidade.
it) o(u) = d(1R).

iii) 0(c) = §(uc), ¢ naonulo.

Demonstragao. (1) = (2) Suponha que u ¢ uma unidade. Logo, d(u) = d(ulg) <
6(1g) e 6(1g) = d(uu™"') < d(u(uut)) = §(u). Portanto, d(u) = 6(1r).

(2) = (3) Tome ¢ € R e w uma unidade. Logo, d(c) < d(uc). Além disso,
d(c) = §(cuu=t) > 6(uc). Portanto, §(uc) = 6(c).

3) = (1)

Pela segunda propriedade de Dominio Euclidiano, podemos escrever ¢ = (uc)q + r. Por-

tanto,

d(c) < (c(1r —uq)) = 0(c —ucq) = 6(r) < é(uc) = d(c).

Logo, temos uma contradi¢do. Entdo, r = Og. Portanto, ¢ = (uc)q que implica que u é

uma unidade. [ |

Definigao 11. Seja R um Dominio Euclidiano e a,b € R (ndo-nulos). O Méaximo Divisor

Comum, que denotaremos como mdc, de a e b é um elemento d tal que:

i) dla e d|b
i1) Se cla e c|b entao §(c) < 6(d)

Teorema 4. Seja R um Dominio Fuclidiano e a,b € R entdo:

i) Se d € um mdc de a e b entdo todo associado de d também € um mdc;
i1) Quaisquer dois mdcs sao associados;

iii) Se d é um mdc de a e b entao existem u,v € R tal que d = au + bv.
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Demonstracao. Seja S = {6(w) | Or # w € R e w = as + bt para certos s,t € R}.

Desde que a = alg 4+ b0r e b = a0g + bl é nao-nulo, S é o conjunto nao-vazio de inteiros
nao-negativos. Pelo axioma da boa ordem, S contém um elemento minimo, ou seja, ha
elementos d*, u*,v* € R tal que d* = au* 4 bv* e para todo elemento nao-nulo w de forma
as + bt, 6(d*) < 6(w). Queremos que d* seja um mdc de a e b. Como R é um Dominio
Euclidiano, entao existem ¢ e r tal que a = d*q+r e, ou r = 0 ou 4(r) < §(d*). Note
que

r=a—dq=a— (au" +b*)g=a(lg — qu") + b(—v"q).

Como r é uma combinagao linear de a e b entdo nao podemos ter 6(r) < 6(d*). Entao,
d*|la (Argumento andlogo para d* divide b). Portanto, d* é um divisor comum de a e b.

Seja ¢ outro divisor comum de a e b. Entao, a = cs e b = ct para certos s,t € R e portanto

d* = au™ + bv* = c(su” + tv*).

Logo, d(c) < 0(c(su* +tv*)) = §(d*). Concluimos que d* é um mdc de a e b, uma vez que

todo divisor comum c de a e b divide d*. [ |

Corolario 5. Se R ¢ um Dominio Fuclidiano e a,b € R. Entao d € o mdc de a e b se,

e somente se, d satisfaz as sequintes condicoes:

i) dla e d|b;

i1) se cla e c|b entao c|d.

Demonstrac¢ao. Se d = mdc(a,b), entdo por definicao d satisfaz a propriedade (7). Além
disso, como c|a e ¢|b entdo ¢ é um divisor comum de a e b. Dado que d é o maximo divisor
comum, temos que c|d, mostrando assim a propriedade (ii) Por outro lado, suponha que
() e (ii) ocorrem. Por (7i) sabemos que todo divisor ¢ divide d, portanto, d é o0 maximo

divisor comum.

Observagao: Elementos a e b sao ditos primos relativos ou coprimos se mdc(a,b) = 1.

Teorema 6. Seja R é um Dominio Euclidiano e a,b,c € R. Se albc e a e b sao primos

relativos, entdo alb.

Corolario 7. Seja p um elemento irredutivel em um Dominio Fuclidiano R.

i) Se plbc, entao p|b ou p|c ii) Se play...an, entdo p divide cada um dos a;
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Teorema 8. Seja R um Dominio Euclidiano no qual todo elemento ndao-nulo e nao-
unidade de R é um produto de elementos irredutiveis, entao:
Se p1..pr = q1...qs entao r = s e (depois de uma reorganiza¢ao, se necessdario) p; € associ-

ado a g;

Definicao 12. Um ideal I é dito principal quando todo conjunto de geradores de I pode

ser reduzido & um tnico elemento. Em outras palavras,

I =(ay,...,a,) = (a).

1.2 Dominio de Ideais Principais (DIP)

Definicao 13. Chamaremos de Dominio de Ideias Principais o Dominio de Integridade
onde todo ideal é principal.
Antes de exemplificar a ideia de DIP, enunciaremos um teorema que permitird a caracte-

rizacao desses Dominios de Integridades especiais.
Teorema 9. Todo Dominio Fuclidiano é um DIP.

Demonstrac¢ao. Seja A um Dominio Euclidiano. Suponha que I é um ideal nao-nulo A.
Entéao, existem um conjunto C' = {d(7) | ¢ € I} de inteiros nao-negativos. Pelo Principio
da Boa-Ordem, existe um menor elemento em C'. Em outra palavras, existe b € [ tal
que 6(b) < (i) Vi € I. Como I é ideal e b € I entdo rb € I e, portanto, (b) C I.

Reciprocamente, se ¢ € I entao existe k,r € A tais que
c=kb+r, com d(r) <d(k) our =_0g

Manipulando a equacgao acima, temos que r = ¢ — bk. Como bk € [ e c € I entao r € I,
basta observar a caracterizacao resultou em um ideal. Consequentemente, 6(r) £ d(b).
Reciprocamente, se r = Og entdo ¢ = bk € (b). Logo, I C (b). Portanto, concluimos que

I = (b). Logo A é um DIP. |

Por outro lado, a reciproca deste teorema nao é valida. Iremos mostrar um exemplo
para essa afirmacao mais a frente pois ha a necessidade de definir algumas notagoes

previamente.
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Proposicao 10. Sejam a e b elementos em um dominio de integridade A. Entao

(1) (a) C (b) se, e somente se, bla;

(2) (a)

(3) (a) € (b) se, e somente se, bla e b ndo € associado a a.

(b) se, e somente se, alb e bla,

Demonstracao. (1) Se (a) C (b), entdo dado a € (a), temos que a € (b), como todo
elemento em (b) é da forma br, com r € A, temos que a = bry para certo rg € A e,
portanto, b|a.

Por (1) temos que (a) C (b) se, e somente se, bla, consequentemente, (b) C (a) se, e
somente se, a|b, juntando ambas temos a equivaléncia (2).

Para demonstrar (3) utilizaremos (1), (2). Note que a|b e b|a se, e somente se, a é associado

a b, pois, se alb e bla, entdo:

a=bceb=ad, para certosc,d € A.

Logo, a = adc. Portanto, ¢ é uma unidade. Logo, a é associado a b. Além disso, se
a é associado a b, entdao a = ub onde u é uma unidade, portanto bla. Por outro lado,
b= au?, logo alb.
Negando a bicondicional temos que a 1 b ou b1 a se, e somente se, a nao é associado a b.
Para a ida, basta perceber que como (b) ¢ (a), entdao a { b. Logo, temos que (a) # (b)
consequentemente a1 b ou bt a. Independente de qual caso aconteca, a nao é associado a

b. [ |

Como motivacao da proxima definicao pensaremos no seguinte fato: Dado um ele-
mento a; (que admita fatoracdo), entdo podemos escrever a;=pjas onde p;, i = 1,....n
sdo primos. Suponha que podemos repetir o processo (agora para as), entao a; = p;paas.
Entretanto, se reduzirmos de modo que em certo n, a,, = p, seja primo, e esse argumento
pode ser utilizado por conta do Teorema Fundamental da Aritmética, entao a decom-
posicao resultara em a, = p; * ... * p,. Consequentemente, como p,, é primo, as proximas
decomposigoes serao a, = py*x...xPp*x 1, ap = pr¥...xp,x 11, a, =pr*...xp,xLxlx....
Logo, a decomposicao se estabiliza em determinado momento. Mediante a isso, faz sentido

questionarmos se hd uma analogia para ideais principais.

Definicao 14. Um dominio de integridade satisfaz R a condicao de cadeias ascendentes
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de ideias se dada uma cadeia (ag) C (a1) C (ag) C ..., entao existe um n indice de (a;)

onde a cadeia estabiliza. Ou seja, (a,) = (a;) V i > n.
Lema 11. Todo DIP satisfaz a Condicao de Cadeias Ascendentes.

Demonstragao. Considere (a;) C (az) C ... uma cadeia ascendente de ideais em um DIP
que denotaremos por R. Seja A o conjunto Uizl(ai)‘ Verificaremos se A é um ideal.
Suponha que j < kea € (a;) eb € (ar). Como R satisfaz a CCA, temos que (a;) C (ay).
Logo, a e b pertencem a (ag). Como (ag) é um ideal, entdo a — b € (ax) e ra € (ax) C A.
Portanto, A é um ideal. Como R é um DIP, entdao A = (¢) para certo ¢ em R. Como
A = ;> (a;) entdo c € (a,) para certo n. Logo, gc € (a,), com g € R pois (a,) é um ideal.
Como os elementos de (¢) sao da forma gc, entao (¢) € (a,). Portanto, (¢) = A = (a,).

Conclui-se que (a;) = (a,) para todo i > n [
Lema 12. Seja R uwm DIP. Se p € irredutivel em R e plbc entao plb ou plc.

Demonstragao. Se plbe entao pk = be. Logo, be € (p). Se concluirmos que (p) é um ideal
primo, entao o Lema esta provado, ja que em um anel comutativo todo ideal maximal é
primo e nosso anel é comutativo pois estamos em um dominio de integridade. Faremos do
modo cléssico, suponha que I é um ideal tal que (p) C I C R. Como R é um DIP, entao
I = (a) para certo a em R. Logo, (p) C (a). Portanto, pla, entretanto, p é irredutivel por
hipétese, entdo a é associado a p ou p = 1g. Se a = 1g, entdo (a) = R e (p) é maximal.
Por outro lado, se a é associado a p, entao p também ¢é associado a a. Logo au = p, que
implica que a|p. Logo a € (p) e como (p) é ideal, (a) C (p). Portanto, (a) C (p) C (a).

De qualquer modo, (a) = (p). Concluindo assim a demonstragao. [

Definicao 15. Diremos que um anel R é Noetheriano se todo ideal Z C R ¢é finitamente

gerado.

Os anéis com essa propriedade receberam esse nome em homenagem a matematica

alema Emmy Noether.
Teorema 13. Z[x] é Noetheriano.

Para verificar tal afirmacao, utilizaremos o Teorema da base de Hilbert.
Um resultado interessante e que serd 1til para conclusdo do nosso trabalho é que Z|[x] é
Noetheriano. Este resultado decorre imediatamente do Teorema da Base de Hilbert, o

qual demonstraremos a seguir.
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Teorema 14. Se R € um anel Noetheriano, entio R[x] é Noetheriano.

Demonstra¢ao. Suponha que I C R[z| seja um ideal ndo-finitamente gerado. Logo, por

recorréncia, existe uma sequéncia { fo, f1, f2, ..., fa, ...} de polinémios de R[z] tal que se
J, € um ideal finitamente gerado por fy,..., f,_1, entao f, € I — J, tem grau minimo.
Note que {deg(fo),deg(f1),-..,deg(fn),...} é uma sequéncia nao-decrescente de ntiimeros

inteiros positivos. Seja a, o coeficiente lider do polinomio f, e seja J C R gerado por

ag, A1y ... 0y, .... Como R é Noetheriano, entao
(CL()) C (ao,al) C (ao,al,ag) C ...

estabiliza em certo ng. Logo, J = (ao, ..., an,—1). Em particular,

no—1

Any = E a,;a;
=0

Agora, considere o polinomio

no—1

qlz) = Z aixdeg(fng)—deg(fi)fi
i=0
onde o termo lider de ¢ ¢ igual ao do polinomio f,,. Note que ¢ € J,,. Por outro lado,
fro & Jng, Ouseja frn, —q € I — Jy,, tem grau menor que f,, que contradiz a minimalidade

deste polinomio. [ |

Teorema 15. Se R € um anel Noetheriano e Z é um ideal, entdo % € noethertano.

1.3 Dominio de Fatoragdo Unica (DFU)

Definicao 16. Um Dominio de Integridade R é um DFU se todo elemento nao-nulo e
nao-unidade de R é o produto de elementos irredutiveis e a fatoragao é inica a menos de
associados. Isto é, se pip2...pr = q1q2...qs com cada p; e g; entao r = s e p; = ¢; com
1=1,...,7.

Observagao: Em alguns casos, faz-se necessario uma reordenagao dos p; e dos ¢; para

que a igualdade ocorra.
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Exemplo 7. Z[y/—3] nao é um DFU, pois
(1+V=3)(1-V=3)=4=(2)(2)

Como o elemento 4 possui duas fatoragoes distintas, Z[v/—3] ndo é um DFU.

Teorema 16. Se a e b sdo elementos nao nulo em um DFU que detonaremos por R,
entao existe unidades u e v e irredutiveis pi, ps,...,Pr nao-associados dois a dois, tais
que,

_ mi . ma2 ML _ ni, .no Mg
a=up|"'py’...py" eb=vp'py? ...

onde cada m; e n; sao inteiros nao-negativos. Além disso,
cld se e somente se m; < mn; para cada i =1,2,... k.

Demonstracao. Supomos inicialmente que R é um DFU, entao a e b podem ser fatorados
em produto de irredutiveis. Escreveremos a = qi1q>...qs € b = riry... 1. Dos elementos
q1,G2,---+qs; 71,72, ..., 7, Temova todos os associados. Os ¢; e r; restantes, denote por
P1,D2,---,Pr- Note que cada p; é irredutivel e que nao ha associados dois a dois. Cada
q e cada r é associado a um certo p;. Portanto, podemos escrever a = ¢1¢q...qs como

a= (uus...us)(p1p2...ps), onde os u; sao unidades de R [ |
Corolario 17. Todo DFU satisfaz a condi¢ao de cadeias ascendentes em ideais principais.

Demonstragao. Suponha que (a) e (b) sejam ideais principais em um DFU tal que (b) C
(a). A partir disso sabemos que a|b mas b nao é associado & a e isso decorre de [10]
Além disso por , alb se, e somente se, m; < n;. Note que se m; = n;, entdo au = bv,
consequentemente b é associado & a, o que nao é possivel ji que (b) C (a). Logo, a
desigualdade ¢ estrita, ou seja, hd um certo indice j tal que m; < n;.

Suponha que (a;) C (a2) C (a3z) C ... é uma cadeia de ideais principais em R. Ainda
por , temos que a;|la;. Suponha que a; = up;™p"?...p"* e os demais a; sdo da
forma a; = up;™ ps™? ... p*. Desde que haja um numero finito de (a;) a partir de certo
¢ a inclusao se estabiliza e vira uma igualdade. Note que nao pode haver um nimero
infinito de inclusoes estritas pois como para cada inclusao o expoente dos irredutiveis da

decomposicao de a; decresce, em algum momento, o inteiro m; serd igual a 0. A partir

disso, suponha que a, = up:°p°...pr° = u. Como u é unidade, (a,) = (u) = R. Pelo
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modo como supomos a decomposicao de cada a;, temos que (a,) C a;. Portanto
(a,) Ca; CR = (an)

Concluimos que (a;) = (ay,). [

Alguns resultados serao uteis ao longo desse trabalho mas apenas enunciaremos. Omi-

tiremos a demonstracao para que nao fique uma leitura tao densa.

Teorema 18. Seja p um elemento irredutivel em um dominio de fatoragao tinica R. Se

plbc entao p|b ou plc.
Teorema 19. Todo DIP ¢ um DFU.
Demonstracao. Seja R um dominio de ideais principais. Suponha que existe um elemento

nao-nulo e nao-unidade a € R tal que

qi1q2 ...4s = a4 = Pi1P2...DPyr.

onde p; e g; sdo elementos irredutivel em R e s > r. Logo, p; divide ¢ ... ¢s € p1]|¢; para
certo j e p; primo. Reordenando os ¢; podemos supor que pq|g;. Entdo ¢; = uipq, onde

uy € uma unidade de R, desde que ¢; e p; sejam irredutiveis. Logo,

T S
sz‘ = H q;-
i=1 j=1

(s S
[Ipi=w]]a
i=2 j=2

Repetindo o processo até s, temos que:

S
1=wuus...u, H qj-
j=s+1

Como nenhum dos ¢; é unidade, entao r = s e p1,pa,...,Pr € q1,q2, - . ., gr S20 associados.

Logo, R é um dominio de fatoracao unica. |
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1.4 Dominio de Fatoracao Unica que nao é Dominio
de Ideais Principais

A reciproca do ultimo teorema da sessao anterior nao ¢é valida. Um exemplo para isso
é que o ideal (2,z) = {a, 2>+ ... +ax +ag | ap € 2Z e ay,...,a, € Z} C Z[z] ndo
é principal. Suponha por absurdo que (2, ) seja principal. Entao, existe um polinémio
p(z) € (2,z) tal que

(p(z)) = (2,2).

Em particular, x € (p(x)) e 2 € (p(x)). Ou seja, podemos escrever 2 como p(z)q(z) onde
q(z) é um elemento de Z[z|. Logo, p(x) = k para certo k € Z.

Além disso, por = € (p(x), logo x = cg(z). Portanto, desde que g(x) = b,a™+. . .4+byz+by,
com b; € Z, temos que

r = cb,z" + ...+ cbyx + cby

Ou seja, cby = 1 e b; = 0 para todo 7 # 1. Logo, ¢ = £1. Entretanto, (1) = (—1) = Z[z].
Ou seja, (2,2) = (1) = Z[z], que é um absurdo, ji que o polinémio 1 ¢ (2,z). Portanto,

Z[z] nao é um DIP.



Capitulo 2

Inteiros Quadraticos

2.1 Definicoes

Nesse capitulo, iremos introduzir um pouco de um dos alvos desse trabalho, o anel dos
inteiros quadraticos. O anel Z[\/E], com d € Z, ¢ um tanto peculiar pois, em geral, os seus
elementos nao admitem fatoracao unica. Claro, assumiremos que d # %1 e d é um inteiro
livrte de quadrado. Um exemplo disso ja foi dado acima com o anel Z[y/—3]. A partir
disso, iremos definir alguns conceitos necessario para os estudo dos quadraticos. Vale
salientar que normalmente definimos a norma de um elemento = € Z[a] como |z| = 27,

onde T ¢é o conjugado usual complexo.

Definicao 17. Chamaremos de Norma a funcao dada por:

N :ZVd — Z
a+bvd+—s a? — db?

Exemplo 8. Considere um elemento em Z[ﬁ], por exemplo, 2 + 3v/2. A norma desse
elemento é N (2 + 3\/5) =922 _9%x32=—14.

A partir disso, faz sentido se questionar sobre a existéncia de resultados que envolvam

os Inteiros Quadraticos e a fungao Norma.

15
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Teorema 20. Se d ¢ um inteiro livre de quadrado, entdo para todo a, b € Z[\/E]

N(z) =0 se e somente se x =0 (2.1)
N(zy) = N(z)N(y). (2.2)

Demonstra¢ao. Para mostrar (1) primeiro escreveremos x na forma dos elementos de

Z[\/d]. Seja x = a + bv/d com a,b € Z. Pela definicio da norma em Z[v/d], temos que:

Nz)=0 = a®> —db* =0 = a* = db*

Agora iremos observar dois casos. Se d < 0, entao db®> < 0. Mas a® > 0, logo a tnica
solucao da igualdade seria a = b = 0. Por outro lado, suponha que a = up;™ ...p;™* e
b=uvpi™ ...p"™. Note que cada irredutivel aparece em um ntimero par de vezes em a?
e b? independende do valor de cada m; e n;. Além disso, d ¢ livre de quadrados, portanto

podemos escreve-lo como

2s1+1 2s;+1

d = wp; - Pk

Fazendo o produto de d por b?, teremos que cada fator irredutivel aparecerd em um ntimero
fmpar de vezes, o que nao é possivel j& que em a? cada p; aparece em uma quantidade
par. Portanto, a unica solucao é que a = b = 0.

Para mostrar (2) o procedimento é mais simples. Suponha que z = a+bvVd e y = e+ f/d.

Por definicao,

N (zy) = N((a+bVd)(e + fVd) = N(ae + bfd + (af + be)Vd)
= (ae +bfd)*> — d(af + be)?
= a?e® + V2 f2d® + 2aebfd — da® f? — db*e® — 2dafbe
= a*(e* — df?) — dv*(e* — df?) = (a® — db®)(e? — df?) = N ()N (y).

Concluindo assim a demonstracao de (2). |

Teorema 21. (Teorema da Norma das Unidades) Tome d um livre de quadrado em Z.

u € unidade se, e somente se, N (u) = £1.

Demonstragio. Para mostrar a ida, tome u um elemento em Z[v/d] tal que u é unidade.

Como u é unidade, sabemos que existe um v em Z[\/E] tal que uv = 1. Portanto, utilizando
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o teorema anterior, N' ()N (v) = N (uv)=N(1) = N(1 — 0v/d) = 12 — 0> = 1. J4 para a
volta, tome u = = 4+ V/dy e @ = x — v/dy. Por definicio N (u) = 2®> — dy? = £1, portanto
N(a) = 2* — d(—y?) = 2* — dy* = N'(u) = 1. Logo,

wii = (& 4+ Vdy)(x — Vdy) = 2> — Vdy* = N'(u) = N (@) = £1

Concluimos que vz = 1 ou uu = —1, ou seja, u ¢ unidade. [ |

Exemplo 9. Em Z[/3] o elemento 2 = 7+4+/3 é uma unidade. Pois V() = 49—3%16 =
1.

Teorema 22. Se p € Z[Vd] e N(p) € primo, entio p € irredutivel.

Demonstrac¢ao. Suponha que p nao é irredutivel, entao existem x,y € Z[\/g] irredutiveis,
tais que p = zy. Pelo teorema [20f N'(p) = N(zy) = N(z)N(y). Como z e y nao sio
unidades, N'(z) # 1 e N(y) # 1. Daf tem-se que independente do valor que N (z) e N (y)

assumirem, seja irredutivel ou nao, o produto N (z)N (y) é nao-irredutivel. [

Assim como no conjunto dos nimeros inteiros, os elementos em Z[v/d], com d livre
de quadrados, sao fatores em produtos de irredutiveis, o que torna-os um pouco mais
plausivel de compreender, dada essas semelhancas o que ja conhecemos. Apesar das
semelhancas, para certos elementos d € Z a fatoracao em produtos de irredutiveis nao é

Unica, portanto nao ¢ um DFU. O exemplo abaixo deixara mais claro esta afirmacao.

Exemplo 10. Em Z[v/—3], o elemento 6 possui mais de uma fatoracao em produto de

irredutiveis, pois

6 =(2x3)
6=(3—v-3)(3+v-3)

Nao é complicado encontrar exemplos de dominios Z[\/El] que nao sao Dominios de Fa-

toracao Unica.

Definiremos agora um conjunto que é importante para o desenvolvimento de alguns

tépicos deste trabalho.
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Definicao 18. Sejam [ e J ideais em um anel R. Definiremos o produto dos ideais como:

[J:{inyi]nzl, xieleinJ}
i=1
Exemplo 11. Considere o anel Z e os ideais (3), (7). O produto dos ideais é dado por
(3)(7) = {2(3]@)(7%) ln>1, keleg € J}, que é o mesmo que o conjunto dos

=1

multiplos de 3 x 7 = 21.

2.2 Dominio de Ideais Principais que nao é Euclidi-
ano

Agora, verificaremos que nem todo dominio de ideais principais é um Dominio Euclidi-
ano. Para isso, mostraremos que A = Z[% (1 + —19)] ¢ um dominio de ideais principais
mas nao ¢ Dominio Euclidiano. Iremos dividir a demonstracao em alguns passos.

Note que A é um dominio de integridade, pois tomando u = % (1 + —19), temos que

u? _i(1+2\/—19—19)
UZI%(+1O—10—9+\/—19)
u223(1+¢_—19)_5
u? =u — 5.

2

Logo, o polinémio p(x) = z* —x+5, pelo critério de Einsentein, temos que p é irredutivel.

Portanto, A é um dominio de integridade.
Lema 23. Em A, as tunicas unidades sio 1 e —1.

Demonstracao.

la + bu| = £1
(a+bu) (a+bu)) = £1

(a+b<%(1+\/—_19))) (a—l—b(%(l—\/—_w))) =+l

a?+ ab+5b% = +1
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= A=b"—4(5* £ 1) = —19p* + 4

Note que, a tinica solu¢ao para que o discriminante seja positivo é que —19(0)?+4 = 4.
Logo, b = 0. Portanto, a? = &1, que implica que a = 1. Assim, concluimos que as tnicas

unidades sao +1. [ |
Lema 24. Os elementos 2 e 3 sao rredutiveis em A.

Demonstracao. Como 2 é nao-unidade, segue que % ¢ Z[u]. Suponha que existem n,m €
Z[u] tal que 2 = nm. Portanto, 4 = |2| = |nm| = |n||m|. Note que, como |n| e |m| sdo

nimeros inteiros positivos, entao os possiveis pares para (|n|, |m/|) séo
(1,4),(2,2), (4,1).

Pelo teorema da norma das unidades, (1,4),(4,1) implicam em 2 ser irredutivel, pois
|n| = £1 implica em n ser unidade (o mesmo vale para m). Logo, basta verificar o caso
(2,2).

Tome n = x + yu. Logo,

2 =|n| =2+ 2y + 5¢y°.

Se olharmos como um polindmio na varidvel z, temos que x? + xy + 5y%> — 2 = 0, logo
A =y? —20y* + 8 = —19y% + 8. Como y? > 0, segue a tinica soluciao para A > 0. Como
y € Z, segue que y = 0. Logo, 22 = 2, que gera um absurdo.

Portanto, concluimos assim que 2 é um elemento irredutivel em Z[u] (Para 3 a construcao

é andloga). [
Teorema 25. A nao é um Dominio Euclidiano.

Demonstracao. Suponha por absurdo que A seja um Dominio Euclidiano. Entao existe
uma funcao euclidiana ¢ satisfazendo o algoritmo da divisdo Euclidiana. Considere ¢(n)
menor possivel com n # 0 e nao-unidade. Dividindo 2 por n, temos que existem ¢,r € A
tal que

2=ng+r, onder =0 ou ¢(r) < p(n).

Logo, como ¢(r) e ¢(n) sdo numeros naturais, pelo principio da boa ordem, as tnicas
possibilidades para ¢(r) sao r = 0 ou ¢(r) = +1. No segundo caso, temos que r é

unidade. Portanto, se r = 0, entdao n|2. Logo, n = £2. Se r = —1, entao n|3, ou seja,
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n = +3. Além disso, n nao pode ser igual a 1 pois assumimos inicialmente que n é nao-

unidade.

Agora, divida um elemento % (1 + \/—19) por n. Logo, existem ¢, 7" € A tal que

(1++v=19) =ng +7', onde r' =0 ou ¢(r') < ¢(n).

N —

Como ¢(n) é suficientemente pequeno, ¢(r') < ¢(n) implica que r’ é uma unidade de A

ou " = 0. Note que:

1. Se v’ = —1, entao u + 1 = ng’, ou seja, “T“ € A. Logo, podemos escrever UTH =

x + yu. Consequentemente,

u+1=nx+ymu
(1—ym)u=nx—1

Como n e z sado inteiros, segue que (1 —yn) = 0, ou seja, yn = 1. Como n é

irredutivel, segue que yn # 1. Portanto,

3=

€ A que gera um absurdo.

2. Se ' =0, entdao + (% (1 + \/—19)) € A, que é uma contradicao pela mesma razao

n

do item anterior.

«w
w

er’ =1, entao % (1 + \/—19) — 1 = ng, ou seja, n divide % (1 + \/—19) — 1. Logo,
% (% (1 + \/—19) — 1) € A, que é uma contradi¢ao pela mesma razao do item 1.

[ |
Portanto, temos que A nao é um Dominio Euclidiano.
Teorema 26. Mostraremos agora que A é um Dominio de Ideais Principais.

Demonstra¢ao. Tome Z um ideal nao-nulo de Z[u]. Considere k € Z[u] ndo-nulo tal que
|k| seja o menor possivel. Queremos concluir que existe um elemento & tal que Z = (k).
Suponha por absurdo que exista um w € Z tal que w ¢ (k). Considere ¥ € C. Como
u = % + \/71792' € C, podemos encontrar um inteiro z € Z tal que

V19 V19

<1 (w+ )<

Onde I'm denota a parte imaginario do nimero complexo. Dividiremos a demonstragao

em dois casos.
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(Caso 1)

(Caso 2)

S

Se =L < Im(2 +uz) < L3

Tome um n € Z tal que

1 w
- = <
2<Re<k+uz—|—n> <

N | —

onde Re denota a parte real do nimero complexo. Note que I'm (% + uw + n) =

Im (% + uw +n). Logo,

e = (1 (e (2 s en)) < (3) (S

Portanto, |w + (uz +n) k| = |4+ w||k| < |k|. Além disso, como Z é ideal, entao
(uz +n)k € Z. Consequentemente, w + (uz +n)k € Z.
Como tomamos |k| como o menor valor possivel e |w + (uz + n) k| < |k|, segue que

w+ (uz+n)k =0, ou seja, w € (k), que é um absurdo.

Ou _%TTQ < Im(% +uz) < —‘/7§ ou ‘/75 <Im(% +uz) < @.

Se —@ < [m(% +uz) < —%g, escolhemos um elemento W' = —w — uzk.

Se ‘/75 <Im(§ +uz) < @, escolhemos um elemento w’' = w + uzk.
Como Z é ideal e w,k € T entdo ' € Z. Além disso, w’ ¢ (k), pois (k) Z w =

+ (W' — uzk) . Portanto, tome w’ € Z — (k). tal que —\/75 <Im (%) < %g Portanto,

1

podemos tomar um natural n tal que —3

Considere w” = W' + nk € Z. Dividindo ambos membros da igualdade por k temos
que %/ = % +n. Como n € N (€ R), temos que Im (%) =1Im (%) Pelo mesmo

motivo de ', o elemento w” ¢ (k). Portanto, w” é um elemento que nao pertence a

Z—(k)e
V3 w” V19 1 W 1
— < 7T — | <—€¢ —=< Re|— ] <=
2_m(k)_ 1“2 6(k>—2
Note queu:%—i-@i implica em

Como v/19 < 3v/3, temos que
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(Caso 2.1)

(caso 2.2)

Se —% < Re (2“,:” — u) < 2
2o < @)+ (=) =1,

que implica em w” = %“ € Z. Note que uu = 5. Logo, gk =u (%) € Z. Como

De maneira analoga a construcao do Caso 1,

k € I, temos que %k = gk’ — 2k € I. Portanto, se aplicamos o moédulo em %k,
temos que ‘%k| = %|k| < |k|, que é um absurdo, uma vez que supomos que |k|

¢ o menor valor possivel.

Se —%<Re(2%"—u) §—%.

Neste caso, pelo mesmo argumento do Caso 2.1,

1 2//
—§<R€((Z —U—i-l)g

N | —

2

2//
—£<Im(: —u+1)§o.

1" 2
Logo, ‘2% —u+ 1! < (%)2+<—‘/7§> = 1. Consequentemente, |2w"” — uk + k|+
k| < |k| e 20" — uk + k = 0. Portanto, 31k = w” € Z. Agora, basta cons-
truir o mesmo argumento do Caso 2.1 em (u— 1)(u — 1) = 5 para encontrar o

absurdo, concluindo assim a demonstragao.

2.3 Numeros algébricos e transcendentes

Definicao 19. Diremos que um elemento n é algébrico se este for raiz de algum polinémio

em Z[z]. Caso tal polinémio nao exista, diremos que n é transcendente.

Exemplo 12. Todo irracional da forma +v/d, com d livre de quadrados, é um ntmero

algébrico, pois ¢ zero do polinomio z? — d.

Exemplo 13. Todo racional é algébrico. Se n = }5, basta considerar o polinomio qz — p

que teremos q§ —p=p—p=0.
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Exemplo 14. O ntmero 7 é transcendental. Este fato decorre do Teorema de Linde-
mann—Weierstrass, que nos diz que se e® é algébrico, entao = é transcendente. Como
T

e = —1 ¢é algébrico, entao im é transcendente. Como ¢ ¢é algébrico, temos que 7 ¢é

transcedente.

Um resultado interessante sobre os nimeros algébricos é que o conjunto R formado por
todos estes ntimeros é contavel, ou seja, podemos exibir uma funcao que leva elementos
deste conjunto nos naturais. Tal fato foi demonstrado pelo mateméatico alemao Georg
Cantor. Disso temos que o conjunto B dos nimeros transcendentais ¢ incontavel, visto
que R é incontavel, R = AU B e uniao de conjuntos contaveis é contavel.

A partir deste resultado, temos um fato interessante. A densidade dos Numeros Reais
nao vem do conjunto dos Numeros Irracionais propriamente falando, mas do conjunto dos
Numeros Transcendentes.

Tudo que foi escrito sobre os niimeros algébricos, propicia ferramentas par construir estes
numeros. Disso surge uma indagagao: E possivel explicitar uma construcao dos nimeros
transcendentes? O teorema de Liouville, que serd enunciado a seguir, apresenta um argu-

mento que diz que a resposta é sim.

Teorema 27. Considere a um numero algébrico onde a € raiz de um polinomio irredutivel
f sobre Z com 6 (f) = n > 1. Portanto, eziste uma constante k tal que para todo nimero

racional 7*, temos que

4

Demonstra¢ao. Suponha que ‘a — gl > 1. Para que a desigualdade seja verdade, basta

tomar k£ = 1.
Agora, suponha que ’a — g‘ > 1. Pelo teorema do Valor Médio em f no intervalo («, §),

temos que:
fla) - f£<g> e

q

Desde que « é raiz de f, temos que f(a) = 0. Além disso, como f é irredutivel sobre Z,
entao f nao possui uma raiz racional.

Note que ¢" f <§> é um ntmero inteiro, pois se escrevermos f(z) = ag+ a1z + . .. + a,x",

OA equacdo decorre da identidade de Euler dada por ™ = —1
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entao temos que:

n

q"f (g) =q" (ao + alg +.o+ anp—) = aoq" +a1pq" " + ..+ anp”

q qn

Como S € (a, 5) e ‘oz — g‘ < 1, entdo | — | < 1. Logo, pela continuidade de f’, temos

que |f(B)| < z—lo para todo ntimero entre 1 e 3. Conclui-se que

f (f) 1

7@ | ¢

o — =
q

o0
Lema 28. O nimero ¢ = > 107" ¢ transcendente.
n=1

Demonstracao. Seja Z—T = Z 107%. Note que, em cada %, o denominador ¢; é igual a

10*. Portanto,

i e 22
Rl 10(r+1)! qrr+1

210 n! 210 K 210 n!

n=r+1

Agora, suponha que ¢ é um ntimero algébrico, entao existe um polinomio p de menor grau
k

n tal que p(¢) = 0. Pelo teorema anterior, existe uma constante k tal que ‘g — §

qn
para todo ntimero 2. Fazendo p = Pr temos que
n'
‘ Z 10~ r+1
n=r+1
Que é uma contradicao. [ |

2.4 Polinomio minimal

Nesta sec¢ao, iremos definir a ideia de polinomio minimal e analisar algumas proprie-

dades necessarias para o andamento do trabalho.
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Definicao 20. Diremos que p é o polinomio minimal de ¢, se p é o polinomio monico de

menor grau que satisfaz p(t) = 0.
Em geral, utilizaremos m(t) para denotar o polinémio minimal de ¢ sobre Q
Lema 29. Sem € o polinomio minimal de um elemento algébrico o, entdo m € irredutivel.

Demonstragao. Suponha por absurdo que m(t) = f(t)g(t). Sabemos que f(a) = 0, logo,
f(a)g(a) = 0. Como estamos trabalhando, a priori, sobre R e este é um dominio, entao
f(a)g(a) = 0 implica que f(a) =0 ou g(a) = 0. Contudo, 6(f) < d(m), o que contradiz

o fato de m ser o polinomio minimal. [ |

Na demonstragao nao foi explicitado mas os casos triviais f(t) = 1 e g(t) = m(t) ou

g(t) =1 e f(t) = m(t) ndo necessitam de demonstra¢ao por motivos ¢bvios.
Corolario 30. O conjunto formado por todos os nimeros algébricos A formam um corpo.

Demonstracao. Suponha que

Como z é diferente de zero, entao podemos reescrever o termo geral do somatoério como

. n
a;x"%-. Portanto,
x

z ap a1 anT ayg  ap a,
pla) =" ai—=a" =+ —xn ...+ _gn (%0 o G
— xm ™ T xm T x
1=

=" (aox_” +axtT 4+ an) .

Disso, temos que (apa™™ + a1a*™ + ...+ a,) =0

Considere o polinomio ¢ dado por

3
3

. Avaliando o polinomio em x = a~!, temos que
)

qgla™t) = Z a; (a_l)nfj = Zajaj_” = (apa™™ +ara’™" + ... + a,) = 0.
=0 =0

1

Portanto, segue que a= ¢é algébrico. |
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Corolario 31. Se a e b sao niumeros algébricos, entio a +b, a — b e ab sao algébricos.

Para verificar esses resultados, é necessario uma proposicao que iremos demonstrar

mais a frente.

Lema 32. Considere o elemento a sendo a raiz de f(x) € Qlz]. Se m(z) polinémio

minimal, entao este dividird f(z).

Demonstragao. Pelo algoritmo da divisao euclidiana em Q|z], existem polinoémios ¢ e r

tal que:

f(z) = m(z)q(x) + r(x), onde r(x) =0 ou é(r(z)) < §(m(x))

Se r(z) = 0, nada a fazer. Suponha que §(r(x)) < d(m(x)). Entao, substituindo a equacao

por T = a, teremos que
fla) =m(a)q(a) +r(a) = 0=0+r(a)

Portanto, a ¢ raiz de r e r tem menor grausque m. Isto gera um absurdo, uma vez que
supomos que m é o polinomio minimal de a.

[ |
Para deixar mais claro o conceito de polinomio minimo, usaremos o exercicio abaixo.
Exemplo 15. Encontre o polinomio minimal de a = V3 + /5 sobre Q.

Solucao. Tomando u = V3 + \/5, entao
u? = <\/§+\/S) —8+2V15 = u2—8 =15
Como a equagao acima possui coeficientes nao-racionais, entao z? — 8 — /15 ¢ Q[z].

Portanto, (% — 8)> = 2* — 1822 4 64 = 15 é o polinémio minimo de v/3 + /5.

Teorema 33. Se a € um elemento algébrico, entio a extensao Q(a) € igual € igual ao
conjunto dos polinomios Q|al, ou seja, cada elemento da extensio pode ser escrito como

um polinomio de a.

Demonstragao. Basicamente, o conjunto Q(a) contém os elementos gerados pelas operagoes

aritméticas dos numeros racionais com o elemento algébrico a. Portanto, o conjunto
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em questao corresponde aos quociente de polindomios %. Portanto, para concluir que
Q(a) = Qla], é suficiente mostrar que o quociente ‘;% ainda é um polindmio em a.

Seja m(z) o polinomio minimal de a sobre Q. Por defini¢ao, o mdc de m(x) e q(x) é no

méximo m(x). Como m(x) é minimal, entdo m(z) é irredutivel. Portanto, mde (m(x), q(z)) =

1 oumde (m(z),q(z)) = m(z). Note que a tinica possibilidade real é mdc (m(x),q(x)) = 1,

pois mdc (m(z), q(x)) = m(z) implicaria em ¢(a) = 0, mas claramente g(a) # 0.

Agora, usaremos o algoritmo da Divisao Euclidiana para explicitar o polinomio associado
p(a)

4 ==,
q(a

=

Pela identidade de Bézout, existem r(x) e s(z) tais que para qualquer que seja o x € Q,
r(x)q(x) + s(x)m(x) = mde (m(x), q(x)) = 1.

Em particular, r(a)g(a) + s(a)m(a) = 1. Como m(x) é minimal de a, m(a) = 0. Por-
tanto, r(a)g(a) = 1. Multiplicando ambos os lados por 2%7 temos que r(a)p(a) = 2%

concluindo assim a demonstracao. [ |

Além das caracterizacoes mostradas anteriormente, um resultado decorrente dsse teo-

rema nos da mais ferramentas para verificar se um ntmero ¢é algébrico.

Corolario 34. Seja a um niumero complero. As sentencas abaizo sdo equivalentes:
a) a € um elemento algébrico;

b) a extensdo de corpos Q(a)/Q tem grau finito.

Demonstra¢ao. (a) == (b). Suponha que a é um elemento algébrico. Denote por

m(z) = a,x™ + ... + a1 + a¢ o polindmio minimal de a. Ou seja,
ana” + ... +aja+ay =0
Dividindo ambos os lados por a,, temos que

a a
A"+ —a+—2=0
a, a,

a" = — (@a”_l TR @) (2.3)

G Qn G

Seja ¢ um elemento em Q(a). Como a é algébrico, entao g pode ser escrito como um
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polinomio aplicado em a. Se o grau desse polinomio é maior que n, entao pela equacao

2.3) podemos reduzir o polinémio a:
n—1
Cn_1G + ...+ cra+ ¢.

Verificaremos se esse polindomio é tnico. Suponha que exista outro polinomio tal que
a® = bn_lanil 4+ ...+ blal + bo.
Portanto,

(Cn,1 — bnfl) a"fl + ...+ (Cl — bl) a + (CO — bo) = O,

que gera um absurdo, afinal supomos que o polinomio minimal de a tem grau n. Logo,
cada elemento é gerado de maneira tinica por 1,a,...,a" !

Se olharmos Q(a) como um espago vetorial sobre Q, entao dimgQ(a) = n. Conclui-se
que [Q(a) : Q] é finito.

b) = a). Suponha que [Q(a) : Q] = n. Entao, quaisquer n + 1 vetores de Q(a) sobre

Q sao linearmentes dependentes. Em particular, 1,...,a" !, sao LDs. Portanto,
ap,a” + ... +aja+ay=0

Demonstracao do coroldrio 23. Primeiro, verificamos se a soma de elementos algébricos é
algébrico.

Pela proposicao anterior, [Q(a) : Q] e [Q(b) : Q] sao finitos. Suponha que [Q(a) : Q] =n
e [Q(b) : Q) = m. Sabemos que [Q(a,b) : Q] é finito. Portanto, basta concluir que
Q(a+b) € Q(a,b) que teremos que a + b é algébrilco. 1

Note que os elementos de Q(a,b) sao da forma Y. > ¢;a't/. Basta analisar que
i=0 ;=0

a+b=1.a""+...+0a™ "+ ...+ 1.a°  + ...+ 0a™ L

Logo, Q(a + b) € Q(a,b). Consequentemente, [Q(a + b) : Q] < [Q(a,b) : Q).

O argumento de a — b, ab e § ¢ andloga. Basta escolher as constantes convenientes. W
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2.5 Corpos numéricos

A partir da motivagao da enumerabilidade de A é algébrico, iremos exibir alguns
resultados interessantes sobre corpos numéricos a partir das extensoes de corpos e da
algebricidade dessos elementos dessas estruturas.

Como nao haviamos feito antes, é necessario inicialmente definir o que seriam essas novas

estruturas.
Definigao 21. Um corpo K é dito um corpo numérico se [K : Q] < oc.

Definigao 22. O grau de K é o grau da extensao de corpos [K : Q], ou seja, a dimensao

de K como um Q-espaco vetorial.

Exemplo 16. Q(v/2) = {a + bv/2|a,b € Q} é um corpo numérico de grau finito, pois
todo elemento é combinacdo linear dos elementos 1 e /2, entdo [Q(v/2) : Q] = 2.

Exemplo 17. Q(7) ndo é um corpo numero, afinal 7 é trascendente e portanto nao

satisfaz nenhuma equagao polinomial sobre Q. Logo, [Q(7) : Q] ¢é infinito.

Uma observacao importante é que todo corpo numérico contém Q (afinal, Q é o menor
corpo numérico) e em decorréncia disso possui caracteristica 0.
Um resultado interessante ¢ que toda extensao ¢ gerada por um tunico elemento. Para
verificar esse fato é necessario um lema preliminar. A demonstracao do lema requer apenas
algoritmo da divisao euclidiana e outros resultados que ja apresentamos. Por conta de

seu tamanho, iremos apenas enuncia-lo.

Lema 35. Seja p(z) € Q[z] um polinomio irredutivel. Entdo, o polindmio possui raizes

distintas em C.

O resultado é mais geral. Em qualquer que seja o corpo de caracteristica 0, um
polinomio irredutivel tem raizes distintas. Entretanto, para o que vamos construir, é

necessario apenas o que foi enunciado.

Teorema 36 (Elemento primitivo). Suponha que K C L seja uma extensao de corpos

com caracteristica zero. Entao, L = K(c¢) para certo ¢ € L.

Demonstrac¢ao. Suponha que L seja gerado sobre K por n elementos. Inicialmente, mos-

traremos o caso onde n = 2 e depois generalizaremos.
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Suponha que L. = K(a, b), onde a e b sdo elementos algébricos. Considere que p e ¢ sejam
seus polindmios minimais, respectivamente. Por C ser algebricamente fechado, se d(p) = s
e 0(q) = t, entdo p e ¢ tem exatamente s e ¢ raizes, contanto com a multiplicidade. De-
notemos as raizes de p por aq,...,qs e as raizes de q por 1, ..., 5.
Pelo lema anterior, p e ¢ possuem raizes distintas em C. Portanto, a tnica soluc¢ao do
polinoémio

a; +xb; = a; + xb;

a;—a1

(Note que para cada i,j teremos um x, a priori, diferente). Tome
b1—b; B ) )

é o elemento x =

k um elemento diferente de x. Como k nao é solucao de nenhuma das equacoes, segue
que a + ¢b # a; + cb;. Assuma que ¢ = a + kb gera L sobre K. Claramente ¢ € K(a,b),
pois, como mostramos anteriormente, basta escrever ¢ = a + kb = 1ab® + ka®b. Portanto,
para concluir a demonstracao para o caso n = 2, é suficiente mostrar que a,b € K(c).
Note que, os polinomios ¢(z) e p(c — kx) possuem coeficientes em K(c) e b como raiz.
Além disso, as demais raizes de ¢(x) sdo by, ..., b,. Note que ¢ — kb; é diferente de a para
todo j. Portanto, mde(q(z),p(c — kx)) = (x — b). Claramente o mdc de dois polinomios
contém os coeficientes de ambos. Logo, (x — b) tem coeficientes em K(c), isto é, b € K(c).
Por fim, a = ¢ — kb € K(c).

Iremos agora utilizar o fato acima para generalizar o caso quando m > 2. Note que, se
L =K(ay,as,...,a,), entdo L = K(ay,as,...,an_2)(am_1,an). Pelo caso anterior, existe
um ¢, tal que K(ay, as, ..., am—2)(@m_1,an) = K(ay,as, ..., amn_2)(cn_1). Basta repetir

o processo até que reste apenas um elemento e entao o resultado segue. [ |
Corolario 37. Seja K um corpo numérico. Entao K = Q(c) para certo c.

Demonstracao. O resultado é uma aplicacao direta do Teorema [36] [ |

Para melhor compreensao, iremos mostrar alguns exemplos praticos do teorema em

corpos numéricos (que é nosso foco).

Exemplo 18. Pelo teorema do elemento primitivo, mais especificamente pelo corolario,
existe um elemento ¢ tal que o corpo numérico Q(v/3, v/5) é igual a Q(c). Usando a mesma
construcao do teorema, é possivel tomar um k tal que ¢ = v/3 + k+/5. Tome k = 1. Logo,
V345 € Q(v/3,v/5). Elevando ambos os membros da igualdade de ¢ ao cubo, teremos

que:

= <\/§+\/5>3
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& = (8+2\/ﬁ> (\/§+\/5)
A =8V3+8V5+3V5+5V3
& =13V3 + 11V/5.

Portanto, podemos escrever ambas as raizes como polinomios em ¢, onde
¢t =11lc+2V3

C3—211C:\/§

1302— ? _ Vi

Portanto, v/3,v/5 € Q(c). Logo, Q(v/3,v/5) C Q(c). Além disso,
V345 =1v3 (V) +1.(v3) V5.

Concluimos a outra inclusdo e, portanto, Q(v/3,v/5) = Q(c).

2.6 Integralidade

A partir de agora, iremos fazer um estudo das extensoes de Q assim como fazemos
para os inteiros. Iremos utilizar as defini¢coes gerais de irredutibilidade, primalidade e
divisibilidade de elementos e polinomios. Por exemplo, quando for dito que um elemento
n nao-inversivel é primo, queremos dizer que se n|ab entdo nla ou nlb. Além disso,

usaremos a notacao Ok para denotar o conjunto dos inteiros sobre K.

Definicao 23. Seja a um elemento algébrico. Diremos a é um inteiro algébrico quando

seu polinomio monico possui coeficientes inteiros.

Exemplo 19. Todo nimero inteiro £ é um inteiro algébrico, pois x — k tem coeficientes

em 7.

Exemplo 20. Os clementos da forma v/d, onde d € Z séo inteiros algébricos, pois sdo

raizes do polinomio da forma m(z) = x?—d e este, por sua vez, possui coeficientes inteiros.

Exemplo 21. Claramentes os elementos trascendentes nao sao inteiros algébricos.
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1-V7

Exemplo 22. O elemento —

nao ¢ um inteiro algébrico, pois seu polinomio monico

associado é x2

1—v/=7
2

—T— %, pois o termo livre nao pertence a Z. Em contrapartida, o elemento

¢ um inteiro algébrico pois seu polindmio moénico associado ¢ 2% — z + 2.

Lema 38. Se a satisfaz qualquer polinomio monico com coeficientes inteiros, entao a é

um inteiro algébrico.

Demonstra¢ao. Suponha que p seja um polindmio monico em Z[z] . Além disso, assuma
que p(a) = 0. Seja m(z) € Q[z] o polindmio minimal de a sobre Q. Iremos mostrar que
o minimal também tem coeficientes em Z.

Sabemos que o polinémio minimal divide o polinémio p. Entao, p(z) = m(x)q(z), onde ¢
¢ um certo polinomio de Q[z]. Note que ¢(x) monico, afinal, p(x) e m(z) sdo monicos.
Tome « e 3 elementos inteiros tal que aq(x) e fm(z) sejam polindomios com coeficientes
inteiros de modo que mdc entre os coeficientes seja igual a 1. (a e § podem ser tomados

como o mmc dos denominadores de ambos polinémios, por exemplo). Portanto,

(ab) f(x) = aq(x)bm(x)

Suponha que ab # 1. Tome p primo tal que plab. Entao p|(ab)f(x). Isso implica em
pla ou p|b. Consequentemente, existem coeficientes em ag(x) e em bm(z) que nao sao
divisiveis por p. Logo, o produto desses coeficientes nao é divisivel por p. Por outro
lado, o polindémio (ab) f(x) tem todos os coeficientes divisivel por ab, em particular, por
p. Conclui-se que ab = 1. Como a e b sao inteiros, segue que a = b = 1. Essa afirmacao
gera uma contradic¢ao, ja que supomos que ab # 1.

Portanto, m(z) e ¢(x) tem coeficientes sobre Z. |

A demonstracao do teorema acima basicamente implica no Lema de Gauss para po-
linomios, que diz se um polinomio com coeficientes inteiros € irredutivel sobre Z, entao o

polinomio também € irredutivel sobre Q.

X . O ntmero “%¥2 é um inteir Sbrico. Tomando u = “5£2, tem u
Exemplo 23. O eol+2\/5e teiro algébrico. Tomando 1+2\/5,te 0s que

4> =142V5+5

du? —4=24+2V5
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w—u—1=0

1 \/5 2

—x — 1. Como p(z) é monico e possui apenas
1+v5
2

Logo, é raiz do polinoémio p(z) = z

coeficientes inteiros, segue pelo Lema 30 que é um inteiro algébrico.

Exemplo 24. O nimero v = lf}[ ¢ um inteiro algébrico. Pois

202 =1+2V3+3

2% — 4 =23
Aot —160% + 16 = 12

vt — 160> +4 =0

vi—4?+1=0

Pelo mesmo argumento do exemplo anterior, segue que 11}[ é um inteiro algébrico.

2.7 Anel dos inteiros algébricos

Anteriormente, verificamos que o conjunto dos niimeros algébricos A formam um corpo
(em particular, um anel). Nesta sessao, estamos interessados em verificar se a restrigao
do conjunto para apenas os inteiros algébricos Z formam, ao menos, um anel.

Nesta perspectiva, sera necessario introduzir alguns nomenclatura sobre modulos. Vale
salientar que nosso foco nao é analisar a teoria de moédulos e passaremos apenas na
sua borda utilizando alguns conceitos, entretanto, para ficar claro com o que estamos

trabalhando, iremos definir o que é essa estrutura algébrica.

Definicao 24. Seja R um anel. Um grupo abeliano M é chamado R — modulo se existe

um mapa

p:RxM—M

(r,m) — rm
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tal que
a) r(my +my) = rmy + rms
b) (ry +re)m = rim + rom
c) ri(rom) = (ryr9)m

para quaisquer que sejam os 1,71,y € R e m,my, ms € M. Se R é um anel com unidade,
entao o mapa deve satisfazer também a propriedade de que para todo m € M, 1rm = m.
Podemos fazer uma analogia com a defini¢cao de médulo e a de espago vetorial. Em algebra
linear trabalhamos com espacos vetoriais sobre um dado corpo K. Enfraquecermos a

necessidade de K ser corpo e trabalhamos com moédulos sobre um dado anel R.

Exemplo 25. Z[a] é um médulo sobre Z, pois Z]a] é anel e Z C Z[a], logo as propriedades

de modulo sdo validas.

Definicao 25. Diremos que um médulo M é finitamente gerado sobre R quando existem
um numero finito de elementos r, ..., r, tal que para todo m € M, existem ay,...,a, €
R

a1y ..., QpTy = M.

Também pode-se notar nesta definicao uma semelhanca com a algebra linear, quando

falamos de espacos vetoriais de dimensao finita.

Proposicao 39. Seja o € C. Entao, os itens abaixo sao equivalentes:
a) a é um inteiro algébrico.
b) Z[a] € finitamente gerado sobre Z.

Demonstra¢ao (a) => (b). Suponha que « é um inteiro algébrico. Entdo, a é raiz de
algum polindmio moénico p(z) € Zlx] onde d(p) = ny para certo nyg € N. Tome um

polinémio qualquer g(x) em Z[z|. Pela divisao euclidiana, temos que
9(x) = q(x)p(z) + r(z).
para certos r(z), q(x) € Z[z], com r(z) = 0 ou §(x) < ng. Tome = = . Logo,

g(a) = q(a)p(a) +r(a)
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g(a) = q(a)0 +r(a)

Logo, todo polindémio g(«) tem grau menor que ng e pode ser escrito como uma combinagao
de linear de 1+ a+...+a™ "1 com coeficientes em Z. Ou seja, Z[a] é finitamente gerado
em 7.

(b) = (a) Suponha que Z[a] é finitamente gerado sobre Z por my,...,my,. Como

am; € Z[a], entao
n

am; = E aijmi

j=1
onde a;; € Z. Construa a matriz A = (a;;). Logo, se v.=m;, entdo Av = av. Do modo
como construimos, temos que « é um autovalor de A e v um autovetor. Ou seja, a é
raiz do polinémio caracteristico, que é monico. Como cada entrada de A pertence a Z, o

resultado segue. [ |

Corolario 40. Seja R C Z um anel. Se R € finitamente gerado sobre Z, entao todo

elemento a € R € raiz de um polinomio monico com coeficientes inteiros.

Proposigao 41. Suponha que a e b sejam inteiros algébricos. Logo, Zla,b| € finitamente

gerado como um Z — modulo.
O prozimo corolario nos da o objetivo dessa sessao.

Corolario 42. O conjunto de todos os inteiros algébricos formam um anel. Sejam a
e b inteiros algébricos. Note que a +b € Z pois a +b = 1.a'.0° + 1.a°.b. Logo, pela
proposi¢ao anterior, temos que Zla,b] € finitamente gerado como Z-mddulo. Além disso,
a Proposicao 34 implica que a + b é um inteiro algébrico.

Para a —b e ab, o argumento é andlogo pois a — b = 1.a*.b° + (—=1).a°b! e ab = 1a'd!.

2.8 Os inteiros algébricos em corpos numéricos

Nas segOes anteriores, ja comentamos que todo corpo numéricos contém Q (pois Q é

o menor corpo numéricos. Falaremos agora dos inteiros em corpos numeéricos.

Definicao 26. Seja K um corpo numérico. O conjuntos dos inteiros em K é denotado
por

Ok = {a € K| a é um inteiro algébrico}.
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Mostraremos agora alguns resultados sobre os o anel dos inteiros algébricos de um corpo

numérico e alguns exercicios.
Corolario 43. Se K ¢ um corpo numérico, entao Ok € um anel.

Demonstracao. Tome a,b € Og. Como K é um corpo, entao a + b, a — b e ab pertencem
a K. Além disso, ja mostramos anteriormente que a soma, diferenca e produto de inteiros

algébricos ainda ¢ um inteiro algébrico. Logo, a + b, a — b e ab pertencem a Ok. |

Corolario 44. Suponha que R seja um anel de um corpo numérico K e R seja finitamente

gerado como um Z — modulo, entao R C Ok.

Demonstracao. Ja mostramos que se R é um anel contendo Z e R é finitamente gerado,
entao todo elemento a de R é raiz de um polindbmio monico com coeficientes em Z. Logo,

a é um inteiro algébrico para todo a € R. Conclui-se que R C Ok. [ |
Proposicao 45. Suponha que d seja um inteiro livre de quadrados, entao

1. Sed=2 (mod 4) oud =3 (mod 4), entao o anel dos inteiros em Q <\/E> ¢ dada
por

Z[\/ﬂ = {a+bVd | a,be Z}.

2. Sed=1 (mod 4), entdo o anel dos inteiros em Q (\/E) ¢ dada por

:{a+b<1+2\/3> ‘a,beZ}.

Demonstragio. Seja o = x + yv/d com z,y € Q. Logo,

1++d
9

Z

o? — 2za + 2% — y*d = 0.

Note que, para que as condigoes para que o polinomio monico acima ser inteiro é de que

2v €7

2 —y*d € 7.
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Pela primeira condig¢ao, temos que a é um ntimero inteiro ou a = % onde k é impar. Se a
é inteiro, entao b?d ¢ inteiro e como d é livre de quadrados, segue que b ¢ inteiro. Além
disso, Z[v/d] sempre contém Z pois Z = Z + 0Z.

Se a = g, entao

ko,

5 d e Z,
ou

4| (K* — 4y°d) .

Logo, 4y*d € Z. Como d ¢é livre de quadrados, segue que 2y é inteiro. Ou seja, y nao é

um inteiro. Portanto,
2
LY

V¢ L

Consequentemente, 4y? é um inteiro impar. Logo,
kE* —4y*’d =0 (mod 4).
Além disso, sabemos que se k é impar, entdo k> =1 (mod 4), o mesmo para 4y?. Entao,
1—d=0 (mod4).

Note que se d =1 (mod 4), entao

k ,
OQ[\/a] = {95 + y\/c_l | Ou z,y € Z, ou x = 5 ey = g, onde k,q sao inteiros impares}
k ~
Note que, se 7 = 5 e y = 1, entao
k—q  q q k—q 1+Vd
A R T .
7 TataVi=—5 el

Independente de quem sejam k e g, temos que k — ¢ é par, logo % é inteiro. Juntando
com o caso onde x,y sdo inteiros, o resultado 2 segue. Se d # 1 (mod 4), entdo o o

resultado 1 segue. [



Capitulo 3

Fatoracao Unica em ldeais

Neste capitulo iremos desenvolver o objetivo principal deste trabalho. Verificaremos
que o anel Z[y/—5] é ndo é um dominio de fatoragao unica mas seus ideais sao fatorados
de maneira unica. Antes disso, iremos enunciar algumas defini¢oes basicas de teoria dos
anéis.

Definicao 27. Uma funcao ¢ : R — §, onde R e § sao anéis, é dita um homomorfismo

de anéis se as seguintes condicoes sao satisfeitas:

pla+b) = d(a) + ¢(b)
o(ab) = ¢(a)p(b) para quaisquer que sejam os a,b € R.

Para homomorfismo de anéis, o nicleo e a imagem sao definidas de maneira usual,
como em Algebra Linear. Além disso, quando um homomorfismo de anéis é bijetor,

diremos que este é um Isormofismo.

Lema 46. Seja ¢ : R — S um homomorfismo de anéis. Se T é um ideal de I, entdao

¢~ HZ) ¢ um ideal de R.

Demonstragdo. Primeiro, verificaremos se O € ¢! (Z). Note que
¢(0r) = ¢(0r + Or)
¢(0r) = ¢(0r) + ¢(0r)

Como T éideal e 05 = ¢(0r), segue que 0g = ¢(0g) € ¢~ (Z). Agora, tome a,b € ¢~ (7).
Precisamos verificar que a — b € ¢~1(Z). Como a,b € ¢~ (Z), entao ¢(a),p(b) € Z. Além

38
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disso, como Z é ideal, segue que ¢(a) — ¢(b) € Z. Como ¢ é homomorfismo, entao

¢(a) + (=0(b)) = ¢(a —b).

Portanto, ¢(a — b) € Z.
Para concluir a demonstracio, basta verificar a lei de absorcao. Ou seja, dado s € ¢~(Z)
e a € R, precisamos verificar que sa € Z. Note que, como s € ¢ (Z), temos que

¢(s) € Z. Entao, como Z é ideal, segue que ¢(s)p(a) € Z. Como ¢ é homomorfismo, segue
que ¢(s)¢p(a) = ¢(sa). Logo, sa € ¢~ (T). |

3.1 Dominios de Dedekind

Ainda nao enunciamos formalmente, mas os dominio que possuem seus ideais fatorados
de maneira tinica em produtos de ideais primos possuem uma nomenclatura definida, dada
em homenagem ao matematico alemao Julius Wilhelm Richard Dedekind por Dominios
de Dedekind.

Iremos definir alguns equivaléncias da definicao para que facilite ao maximo a demons-

tracao dos teoremas e corolarios.

Definicao 28. Um Dominio de Dedekind é um dominio de integridade R, que nao é

corpo, tal que:
1. R é Noetheriano;
2. Todo ideal primo é maximal,

3. R é integralmente fechado sobre o corpo de fragoes.

3.2 Z[V/-5]

Teorema 47. Em um dominio de ideais principais R, quaisquer dois elementos a,b € R

sempre possuem um maior divisor comum.

Demonstragao. Considere o ideal (a,b). Como R é DIP, existe um elemento d tal que
(a,b) = (d). Logo, a = dk e b = dgq, com k,q € R. Logo, d é um divisor comum de a e b.

Por outro lado, se (d) = (a,b) implicaem d € (a,b). Ou seja, d = ax+by para certos z,y €
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R. Entdo, se um elemento ¢ divide a, b, entdo claz e c|by. Logo, clax + by = d. Entao,

qualquer que seja um divisor comum c de a, b, temos que c|d. Logo, d = mdc(a,b). [ |

Corolério 48. Em Z[\/—5], os elementos 6 e 24 2+/—5 ndo possuem um mdximo divisor

comum.

Demonstragao. Note que em Z[/—5] podemos escrever o elemento 6 como
6=(1+v-5)(1—v-=5).

Suponha por absurdo que exista um mdc entre 6 e 24 2+/—5. Denotaremos esse elemento
por d. Logo, podemos escrever 6 = xd e (2 + 24/—5) = yd. Pela propriedade de norma

dos inteiros quadraticos, temos que:
N(6) =36 = N(zd) = N(x)N(d),

N (2 +2V-5) =24 = N(yd) = N(y)N(d).

Disso nés temos que N(d)|36 e N (d)|24. Logo, os possiveis valores para N (d) sdo
1,2,3,4,6,12. Note que, (1 4+ +/—5) divide 6 ¢ 2 + 24/—5. Logo, (1 + v/—5)|d. Por-
tanto,

N +V=5)=6| N(d).

Além disso, 2|6 e 2| (2 + 2v/=5). Logo,
N(©2) =4 | N(d).

Logo, a tnica possibilidade ¢ que N'(d) = 12. Portanto, se d = s + /=5, entao s? =
12+45r? que nao possui solugao inteira. Logo, 6,2(1+1y/—5) nao possuem maximo divisor

comum. [
Com isso temos que Z[v/—5] ndo é um dominio de ideais principais.

Lema 49. Z[v/—5| € Noetheriano.
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Demonstracao. Considere o homomorfismo de anéis dado por

¢: Zx] — Z[V/=5)
p — p(v/=5).

Note que ¢(p) = 0 implica em p(v/—5) = 0. Logo, como o polinémio minimal de /—5
é m(z) = 2% + 5, temos que p(xr) = m(z)q(x), onde q(z) € Z[x]. Consequentemente,
p(z) € (z* +5).

Além disso, considere u em Z[y/—5| tal que u = a + by/—5. Ou seja, se tomarmos

p(z) = a + bx, temos que
o(p) = p(V5) = a+ V=5 = u.

Logo, o homomorfismo é sobrejetor. Portanto, pelo teorema do isomorfismo,

Zz]

Z[@:m.

Como Z[z] é Noetheriano e (z? 4 5) é ideal, entao segue que Z[/—5] é Noetheriano. W
Lema 50. Em Z[/—5] todo ideal primo é mazimal.

Demonstragao. Considere P um ideal primo de Z[v/—5]. Logo, Z[v/—5]/P é um dominio

de integridade finito. Considere
s,s', 8% ... € ZIV/=5]/P.

Onde, s é um elemento nao-nulo. Como o dominio é finito, entao existe expoentes n e m

tal que

Como s é um dominio, entao s™ = 0 ou (s" ™ — 1) = 0. Novamente por ser um dominio,
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s™ # 0. Logo, s" —m = 1. Portanto,

n—m—1 =1

Como tomamos s como um elemento fixo porém arbitrario, segue que Z[/—5]/P é um
corpo.

Concluimos assim que P é maximal. [ |

Agora, construiremos um argumento que verifica qual a condi¢ao necessaria e suficiente
para que os inteiros quadraticos sejam integralmentes fechados sobre o corpo de fragoes
Qvd).

Considere a = ¢ + %\/E € Q(\/;l) com mdc(a,b) = mde(p,q) =1eq>0,s>0. Sep=0,

entao
a € Z C ZVd).
Suponha que p # 0. Entao,
a\?2 p?
(a B E) e
2 2
2 a a _.p
a” — 2043 + 7 dq2
Logo, «a ¢ raiz do polinémio
2 2
=222+ a2
m(z) =x 5T + B Z

Para que Z[\/ﬁ] seja integralmente fechado, devemos ter que cada coeficiente do polinomio
m(z) seja inteiro. Logo, b|2a. Como estamos assumindo que a e b sdo coprimos, temos
que b=1o0ub=2 Seb=1,entao m(r) = 2* + 2az + a* — dz—i. Como a? ¢ inteiro,
segue que dfl’—z é inteiro. Logo, ¢*|dp*. Na definicao de inteiros quadraticos que adotamos,
o elemento d deve ser um livre de quadrados. Logo, ¢*> = 1 ou seja ¢ = +1. Portanto,
m(z) = 22 + 2azx + a® — dp?. Concluimos entdo que a + pvd = o € Z]z].

Por outro lado, se b = 2, entao

2 2d 22_42d
©_pd_di Wl g

2 4q2

Logo, como 4p*d é inteiro, segue que 4¢*|a*q®>. Em outra palavras, 4|a*q?. Além disso, se
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supomos que b = 2, entao a ¢ um nimero {mpar. Logo, 4|¢?. Claramente ¢ ¢ um nimero

par, ou seja, existe um inteiro s tal que ¢ = 2s. Portanto:

a’q® — 4p*d B 4a?s? — 4p*d

€ 7.
4q? 1652

Como a é fmpar e p é fmpar, entdo a*> = b*> = 1 (mod 8). Desde que 4| (a*s? — p3d),
a’s?* —p*d=s*—d =0 (mod 4) e d é livre de quadrados, entao d =1 (mod 4).

Logo, se tomarmos d = 1 (mod 4), a = p =1 e b = ¢ = 2, entdo temos que % + % €
Q(+/—5) mas nao pertence & Z[v/—5|.

Ou seja, um critério para que um anel Z[v/d] seja integralmente fechado, é que d #
1 (mod 4). Como no nosso caso d = —5 e (=5) # 1 (mod 4), segue que Z[/—5] é

integralmente fechado. Concluimos assim que Z[v/—5] é um Dominio de Dedekind.
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